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Kivonat

Egy egyszerii egydimenzids modellt vizsgalunk szdmitogépes modszerek segitségével. A
nukleéacios kozpontokat térben véletlenszerien megvalasztva, de idoben nem egyszerre
lerakva a kialakuld szemcsék nagysag szerinti eloszlasat vizsgaljuk. Az egyszeri
Poisson-Voronoi eloszlastol kiilonb6zé eloszlasfiiggvényt kapunk. Az eloszlasfiiggvény
azonban latszolag fliggetlen a nuklealasi valoszintiségtdl. Ezen eredményeket Ugy a
Monte Carlo tipust szimulaciok, mint egy analitikus kozelités is szépen igazolja.

Bevezetés

Képzeljiink el a térben sok-sok egyforman apr6é nukleacidos koézpontot. Most
képzeljiik el hogy minden ilyen szemcse elkezd egyenletesen ndvekedni, minden iranyba.
Egy adott iranyba addig novekszik mig egy masik novekedd szemcsével Ossze nem ér.
Amikor 0sszérnek, megprobalnak mas iranyba noni, igyhogy a rendelkezésiikre allo teret
teljesen betdltsék. Ha egy szemcse mar nem tud tovabb ndéni a szomszédaitol, akkor
megall. A tobbi szemcse nd tovabb, ha tud a szomszédaitdl noni. Ez addig megy igy, még
a szemcsék teljesen betdltik a rendelkezésiikre allo teret. Mi azt vizsgaljuk, hogy hogy
néz ki ezeknek a szemcséknek a nagysdg szerinti eloszlasa, vagyis hogy mennyi a
valoszintisége annak, hogy egy tetszdleges szemcse nagysaga az y, y+dy intervallumba
essen, ahol dy egységnyien kicsi. Ezzel rendkiviil sok fizika és nem csak fizikai
jelenséget lehet modellezni, mint példaul polikristalyos anyagok kialakuldsa, folytonos
anyagban vald vezetés és atszivargads (fizikdban) teriiletek ¢lolényekkel (ndvények,
allatok emberek) vald benépesedése, viruskolonidk fejlodése (biologidban) vagy
telepiilések fejlédése (szocioldgiaban).!!)

Poisson-Voronoi cellak

Els6 kozelitésként a Poisson-Voronoi cellakbol indulunk ki. Egy térben adott
bizonyos szamu véletlenszeriien elhelyezett pont. Ezek a pontok addig névekednek egy
adott iranyba, mig 0ssze nem érnek egy masik ndvekedd ponttal. Ha talalkoztak egy
masik ponttal, mas irdnyba novekednek Ha egy pont mar semmilyen irdnyba sem tud
tovabbndovekedni megall, vagyis nem nd tovabb. A tobbi pont azonban nd tovabb, amig
ugyanebbe a helyzetbe nem jut. Egy id6 mulva egyik pont sem nd tovabb, mert az adott
tér betelik. Az igy keletkezett pontokat (alakzatokat) nevezziik Poisson-Voronoi
cellaknak, vagy Poisson-Voronoi diagramoknak, €s ezt a modszert Avrami-Johnson-Mehl
modszernek!), ez féleg a szamitogépes szimulacioknaal alkalmazzak, ahogy az egyes
abran lathato:



1. abra Avrami-Johnson-Mehl modszer Voronoi-Poisson cellak létrehozadsara

Ez azonban csak az egyik megfogalmazasuk 2D ben az alabbi, 2 es dbra mutatja a
Voronoi cellékat:

2. dbra a ,,merdleges oldalfelez6” modszere Voronoi cellak latrehozasara

Kiindulunk a Py pontbol és megkeressiik a hozza legkdzelebbi kézpontot, a mi
esetiinkben P;, és megszerkesszilk a PoP; szakaszt. PoP, szakaszra merdleges és a
felezOponton athaladd egyenes fogja a Voronoi cella egyik oldalat alkotni. Ezutan
megkeressiik a kovetkezd legkozelebbi pontot, a mi esetiikben P,. Hasonldan jarunk el
mint az eldbb, vagyis megszerkessziik a PoP, szakaszt, és a felez6pontjan 4thalado, ra
merdleges egyenes fogja egy masik oldalat alkotni a Voronoi cellanak. Ezt addig



folytatjuk, amig egy zart sokszoget kapunk. Ezt az algoritmust a tér Osszes pontjara
megismételve megkapjuk a Poisson-Voronoi cellakat.!*

Ezek a Poisson-Voronoi celldk nagyon hasznosak egy csomé természeti €s
szocidlis jelenség leirasara és modellezésére. Hogy csak néhdnyat emlitsek: fémcsomo
novekedésének  modellezése  amorf  feliileten,  véletlen racs  generdlasa
kvantumtérelméletben, az aktualis galaxiseloszlas értékelésénél, vezetés és atszivargas
szemcsés szerkezetekben, kristalyosodas, de hasznaljak bioldgidban, szocioldgidban is, és
még sok egyéb helyen.!'?

Az egydimenzids eset targyalasal"

Annak ellenére hogy ezek a Poisson-Voronoi cellédk ilyen fontosak, és ilyen sok
teriileten lehet Oket haszndlni, az ismereteink egyelére elég hidnyosak roluk. Eldszor
megjegyeznénk, hogy az elobbi két modszeren kivill még sok mas modszer is van,
amellyel 1étre lehet hozni a Voronoi cellakat 1Dben!"™. Adott egy L hosstisagh szakasz,
amelyre egymastol fiiggetleniil és véletlenszerien helyeziink el N pontot. A kézpontok
stirliségét a kovetkezd képlet adja: n=N/L=1/<d>, ahol <d> az atlagos tavolsdg a
koézpontok kozott. Mi azt az esetet targyaljuk, amikor N, L tart a végtelenbe, de n véges.
A 3 as abra mutatja hogyan kapjuk meg ebben az esetben a Poisson-Voronoi cellékat.
Kiindulunk a P pontbol és megkeressiik a bal és jobboldali szomszédjat (P;, P;) ¢€s
feltiintetjiilk ezen szakaszok felezOpontjat is, Dy, D.. Az igy kapott (D\D;) szakaszok
fogjak a Poisson-Voronoi celldkat alkotni.
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3. abra Voronoi cellak szerkesztése 1D ben

Ahhoz, hogy megkapjuk az eloszlasfiiggvényt, kiindulunk a jol ismert Poisson
eloszlasbol,

P(N,D=<N>"exp(<N>)/N!, (1)

ahol P(N,I) annak a valdszinlisége, hogy egy | hosszisagu szakaszon N darab
kozpont van, és <N>=nl, az exp pedig azt jelenti, hogy az e szdm az illetd hatvanyon.

Annak a valdsziniisége, hogy egy ilyen kdzpont sincs az 1 hosszisagu szakaszon,
az

P(0,l)=exp(-nl). (2)

Annak a valdszinlisége, hogy balra D;nagyobb tavolsagra van, mint 1, az

P(D>1)=P(0,)=exp(-nl). (3)



Az eloszlasfiiggvény a bal oldalra tehat kiszamolhato a kovetkezéképpen:
gi(d) = —0Pi(d1> d)/od=nexp(—nd). (4)

Szimmetriai okokbo6l jobb oldalra is ugyanezt az elgondolast alkalmazzuk, és
ugyanilyen alaki lesz a jobboldali eloszlasfiiggvény is. Az eloszlasfiiggvény ezen
szakaszok felére, z= Dy/2 vagy z= D, /2

w(z)=2nexp(—2nz). (5)

Mivel D= D,/2+Dy/2, ezért az eloszlasfiiggvény D-re Ggy szamolhatd ki, mint az (5)
képlet konvolucioja, vagyis:

g(D) = [\Pw(z)w(D—z)dz = 4n exp(—2nD). (6)

Ha figyelembe vessziik azt, hogy L tart végtelenbe, és bevezetjiik az y=d/<d>, akkor a
kovetkezo eloszlastiiggvényt kapjuk:

f(y)=4yexp(-2y), (7)

ahol f(y) annak a valoszintisége, hogy egy szakasz az (y,y+dy) intervallumba essen,

Ezt az elméleti képletet egy egyszerli szimuldcioval bizonyitottuk is, és mint a
4 es abran lathato, a két gorbe tokéletesen fedi egymast, tehat ebben az esetben ezt a
problémat sikeresen megoldottuk. Szimulacios programunk az 1 es mellékletben lathato.
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4. abra a fekete gorbe az elméleti, a piros pottyok a szimuldcios gérbét mutatjak

Nagyobb dimenziokban!!! azonban mér csak kozelitések vannak, nincs egy ilyen
egzakt és szép alaku eloszlasfiiggvény, valamint a szimulaciok is eléggé komplikaltak.

Tullépés a Poisson-Voronoi féle megkozelitésbol

Mivel dolgozatunkban egyelére csak egydimenzidoban tanulmanyozzuk a
szemcsésedést ez a Poisson-Voronoi modell elégséges volna De van par probléma ami
ezzel a modellel még ebben az egyszerli egydimenzids esetben sem magyarazhatd. Mi
van akkor ha a nukleacos kdzpontok nem egyszerre alakulnak ki? Mi van akkor ha egyes
pontok mar novekednek, masok meg ekdzben jelennek meg? Az a tény, hogy nem
egyszerre rakom le a pontjaimat fogja-e befolyasolni az eloszlasfiiggvényt? Mi van akkor
ha minden iddpillanatban bizonyos valdsziniiséggel teszek csak le uj nukleacios pontot,
ez a valoszintiség fogja befolyasolni az eloszlasfiiggvényt?

Mivel a Poisson-Voronoi cellak ezekre a kérdésekre nem adnak valaszt, 0j
modellre van sziikségiink. Itt is a legegyszerlibb esetet vessziik, az egydimenzids esetet.
Képzelniink egy véges hosszsagu szakaszt. Erre az egyenesre minden iddpillanatban
bizonyos valdszinliséggel leteszek egy pontot egy véletlenszeriien kivalasztott pontban.
Ez a pont, valamint az eddig lerakott pontok elkezdenek jobbra és balra is ndvekedni,
amig a novekvO szakaszok (szemcs€k) Ossze nem érnek. Ha egy szakasz jobb- és
baloldalon is Osszeért a szomszédjaval, akkor nem né tovabb. Egy id6 utan az egyenes
megtelik kisebb-nagyobb szakaszokkal. Itt is természetesen az eloszlasfliggvényre
vagyok kivancsi. Arra hogy mennyi a valdszinlisége annak hogy egy tetszoleges szakasz
hossza y és y+dy intervallumban legyen egységnyi dy intervallumban.

A problémat eldszor Monte Carlo tipusu szamitogépes szimulaciokkal
tanulméanyozzuk. Kiilonb6z6 P valoszintiségekre futtatjuk a szimuldciot. Itt P annak a
valoszintisége hogy tetszOleges idOpillanatban letesziink egy ujabb pontot. Az igy kapott
eredményeket abrazoljuk f(y), y koordinatarendszerben. Utana analitikusan probaljuk
megkozeliteni és megoldani a problémat. Az analitikus megoldashoz a kovetkezd
egyenletrendszert kell megoldani:

N(t+1)=N(t)+P (8)
WL+ 1)=W(1,t)(1-P1-P,)+W(I-1,H) P+ W(I-2,t)P; 9)
W(L,t+1)=W(1,t)(1-P,-P,)+P (10)
W(2,t+1)= W(2,)(1-P;-P,)+W(L,t) P, (11)

Ahol, N(t) a pontok szdma t idOpillanatban, W(l,t) az 1 hosszsagl szakaszok szama t
edik iddpillanatban, Pj-annak a valésziniisége, hogy egy tetszdleges szakasz egyik
iranyba n0, P,-annak a valdszinlisége hogy egy tetszéleges szakasz mindkét irdnyba nd, P
pedig annak a valoszintisége, hogy letesziink egy pontot. Ezeket az egyenleteket egy
egyszerl iteracidos program segitségével megoldhatjuk, az iteracio keretén beliil pedig
attérink W(Lt) rél f(y) ra. Az itt kapott gorbéket az eddigi koordinatarendszerben
abrazoljuk. A (8) es egyenlet azt mutatja, hogy hogyan novekednek a pontok az id6
mulasaval. A (9) as egyenlet azt fejezi ki, hogy annak a valdsziniisége, hogy egy t+1 edik



id6pillanatban legyen 1 hosszsagl szakasz, az harom valosziniiség 6szege. Els6, hogy
ez létezett a t idopillanatban 1 hosszusagu szakasz, és nem ndtt. Masodik, 1étezett 1-1
hosszusagl szakasz a t pillanatban, amelynek egyik oldala nétt. Harmadik, 1étezett 1-2
hosszlsagl szakasz, amelyik mindkét oldalra ndtt. A (10)es és (11)es egyenletek a (9)
egyenlet kevésbé altalanosabb megfogalmazasai, mikor 1=1 illetve I=2. Bévebben, a (10)
es egyenlet azt mondja, hogy annak a valoszinlisége, hogy legyen egy 1 hoszusagu
szakasz, az annak a valosziniisége, hogy legyen egy 1 hossziusagu szakasz a t
idopillanatban és ne n6jon, plusz annak a valoszintisége hogy megjelenjen egy 4j pont. A
(10) es egyenlet azt jelenti, hogy annak a valdszinlisége, hogy legyen egy 2 es hosszsagu
szakasz a t+1 edik iddpillanatban, az annak a valdszinlisége, hogy legyen 2es
hosszusagu a t edik idOpillanatben €s az ne n6jon, plusz annak hogy legyen 1 hosszusagu,
amelyek egyik oldala nd.

A szimuldciés eredmények kiilonboz6 P értékre a 4. abran taldlhatok. A
szimulaci6é azt mutatja, hogy az eloszlasfiiggvény kicsit eltolodik abban az esteben ha
nem egszerre rakjuk le a pontokat az 1D Poisson Voronoi eloszlashoz képest. Ez az
eltolodas azonban nem fligg attdl a P valosziniliségtdl, hogy hogyan rakjuk le a pontokat.
A szimulacios programunk az 1. mellékletben van bemutatva.
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4. abra szimuldcios eredmények. A piros gorbe a Poisson-Voronoi eloszlas, a szines
gorbék a kiilonbozo valosziniiseggel letett pontok eloszlasfiiggvényei



Az analitikus megkdzelités is ezt az eredményt sugallja, habar ez csak egy pontatlan elso
megkozelitésnek jo. Az analitikus megkozelitéssel kapott eloszlasfiiggvények hasonld
alaktiak lesznek de, mint lathat6 a 5. dbran lathatd, nagy kiilonbség van koztiik és a
szimulaciokkal kapotakkal. Az analitikus megkdzelitést szamold programunk a 2.
mellékletben talalhato.
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5. abra Az analitikus megkozelitések kiilonbozo valoszintiségekre, osszehasonlitva egy
szimuldcios eredményel

Kovetkezésképp levonhatjuk, hogy a szemcsendvekedés eloszlasfiiggvénye
egydimenzioban csak attol fiigg, hogy egyszerre vagy nem egyszerre jelennek meg a
nukleacios kozpontok. Erdekes, hogy eredményeink azt sugalljak, hogy nem fiigg
azonban attol, hogy a szemcsék milyen valoszintiséggel jelennek meg......

A jovOben szeretnénk 2Dben és 3Dben is tanulményozni és megoldani a
feladatot .
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Mellékletek.

1. Melléklet Szimulacios program

#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MBIG 1000000000
#define MSEED 161803398
#define MZ 0

#define FAC (1.0/MBIG)

float ran3(long *idum)
{
static int inext, inextp;
static long mal[56];
static int 1iff=0;
long mj,mk;
int 1i,1ii,k;
if (*idum < 0 || iff ==0)
{
iff=1;
mj=labs (MSEED-labs (*idum) ) ;
mj $=MBIG;
ma[55]=mj;
mk=1;
for (i=1; 1<=54; 1i++)
{
ii=(21*1) % 55;
ma[ii]=mk;
mk=m7j-mk;
if (mk < MZ) mk += MBIG;
mij=ma[ii];
}
for (k=1; k<=4; k++)
for (i=1; 1<=55; 1++)
{
mal(i] -= ma[l+(i+30) % 55];
if (maf[i] < MZ) mal[i] += MBIG;
}

inext=0;

inextp=31;

*idum=1;

}

if (++inext == 56) inext=1;
if (++inextp == 56) inextp=1;

mj=ma[inext]-ma[inextp];
if (mj < MZ) mj += MBIG;
ma[inext]=mj;
return mj*FAC;

}

main ()



{

FILE *fp;
lOI‘lg nliljlkIlIYIfllnlslqulKrFr'
long t;

float d,v,x;
long a[100000];
long b[100000]
long m[30000];
long E[300007];

’

printf ("n=");

scanf ("%d", &k) ;
printf ("\n") ;
t=-100000;

n=k*10;

K=0;

for (i=1; i<=n; i++)

E[1]=0;
}
F=0;
£=0;
printf ("X=");
scanf ("%d", &X) ;
for (i=1; 1<=20000; i++)

m[i]=0;

}
for (g=1; g<=X; gt++)
{

k=(int) (n/10);

1n=1;

do

{

for (i=1; i<=n; 1i++)

{
d=(float) (rand()/ (RAND MAX+1.0));
if (d<0.1)

{
v=ran3 (&t) ;
i=(int) (v*k*10) ;
if (a[i]==0)
{

alil=1i;



if (ali+1]==0)

ali+ll=alil;
i++;

}
1=1++;
} while (i<=n);
1=1;
for (i=1; i<=n; 1i++)

if(a[i]1==0)

1++;
} while (i<=n);

k=73;

K=K+k;

s=(int) (n/k);

for (i=1; i<=k; 1i++)
{

bli]=b[i]1*10;
blil=(int) (b[i]/s);
}

for (i=1; i<=n; i++)



for (i=1; i<=f; i++)

for (i=1; i<=n; i++)

fp=fopen ("aktl","w");
for (3=1; J<=F; j++)
{

x=7;
if (E[3]1!=0)

v=(float) ((x-1)/10);
d=(float) (x/10);
fprintf (fp,"™ %£ ", ((v+d)/2.0));
fprintf (fp, "%f \n", (float) ((E[J]*10)/ (float) (K)));
}
}
fprintf (fp, "osszesen %$1d db pont ", K);
close (fp);
return (0) ;

}

2. Melléklet Iteracios program

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <math.h>

#include <malloc.h>

int main ()

{

int 1,t,k,n,1i,x;

float r;

double N,P,P1,P2,S,Pn,C,X,Y,L,m,1la,l1l;
FILE* fp;

FILE* fa;

FILE* fb;

double *A;

A = (double *)calloc( 10000, sizeof( double ) );
double *B;



B = (double *)calloc(
double *W;
W=calloc (10000*10000,

printf("L=")'
scanf("Olf" L);
(W+l*1000O+O)=

(1 0/ (L-S+1));
.2;

Y= 2*(N 1);

P2=pow (X, Y) *2*P/L;
Y=Y/2;
Pl=pow (X, Y)
t=0;

do

{

* (W+1*10000+ (t+1))
* (W+2*10000+ (t+1))
N=N+C;

n=(int) (N);
for (1=3; 1<=n;
{

1++)

(W+1*10000+ (t+1))=
(W+1*10000+t) *

7

Il
] o m

’
(i=1; i<=n; i++)

o

*
*
}
m=
S
f
{
S=S+* (W+i*10000+t) *1i;
}

S

) ;

X=1-(1.0/(L-S+1));
Y=(N-1)*2;

P2=(2*P*pow (X,Y)) /L;
Y=Y/2;

Pl=pow (X, Y) *sqrt (2*P/L) ;
C=((L-8) *P) /L;

t=t+1;

k= (long) (S+0.01) ;
(long)(L),

} while (x!=k);

printf ("\n");

fp=fopen ("i02","w") ;

5=0;

for (i=1; i<=1000; i++)

{

S=S+* (W+1*10000+t) ;

}

11=0;

for (i=1; 1<=1000; i++)

{

A[i]=*(W+i*10000+t) /S

*sqrt (2*P/L) ;

(1-P1-P2) +*

10000,

=* (W+1*10000+t)
=* (W+2*10000+t) *

(W+

sizeof ( double ) );

sizeof (double));

*(1-P1-P2)+C;
(1-P1-P2) +*

(1-1)*10000+t) *P1+* (W+

(W+1*10000+t) *P1;

(1-2)*10000+t) *P2;



11=11+A[1]*1i;

}

la=L/N;

printf("%$1f %1f",1la,11);
for (1=1; 1<=1000; 1++)
{

x=(int) (1*10/11);
B(x]=A[1]1*11/2;

}

for (i=1; 1<=100; 1i++)

{

r=(float) (i) ;

r=r/10;

fprintf (fp, "%f %$1f \n",r,B[1]);
fflush (stdout) ;

}

close (fp);

return(0) ;

}
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