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Bevezetés

A Kronecker-modulusok a Kronecker-tegez utalgebraja folotti, végesen generalt modulu-
sok. Az[l] fejezet roviden osszefoglalja a Kronecker-modulusok fogalméanak megértéséhez
sziikséges tudnivalokat.

A bévitési szorzat a modulusok kozott felirhato rovid egzakt sorok létezési feltéte-
1ét adja meg, amit bonyolult, de érdekes kombinatorikus szabalyokkal lehet leirni. A
2] fejezetben bemutatjuk a preinjektiv Kronecker-modulusok bévitési szorzatanak kom-
binatorikadjat, magyarazatokkal, szemléltets példakkal. A bdévitési szorzat kiszamitésara
egy 1j algoritmust fejlesztettiink ki, ami hatékonyabb a [12] cikkben koézolt algoritmusnal.
Az algoritmus bemutatasara a[2.2] alfejezetben keriil sor. Kiilon érdekesség, hogy a prein-
jektiv Kronecker-modulusok esetén a bévitési szorzat kiszadmitasara hasznéalt modszer egy
lehetséges altalanositasa az (egész szamok esetén hasznélatos) rendezési algoritmusoknak.

A 3] fejezetben a Kronecker-modulusok bévitési szorzaténak egy lehetséges alkalma-
zasat mutatjuk be a résznyalabprobléma altal. A résznyalabprobléma kontrollelméletben
fontos, altalanos esetben egyelére megoldatlan kérdés, mérnoki alkalmazasokkal. A rész-
nyalabprobléma konnyen és természetes mdédon megfogalmazhaté a Kronecker-modulusok
bévitési szorzatdnak nyelvén, lehet6vé téve a kérdés reprezentécidelméleti megkozelitését.
A bdévitési szorzat tulajdonsigainak feltarasa a résznyalabprobléma teljes megoldasahoz

vezetett, egy sajatos esetben (lasd [11]).



1. fejezet

Kronecker-modulusok

Legyen K két csticsbol és két iranyitott élbsl allo agynevezett Kronecker-tegez (a tegez
egy olyan iranyitott multigraf, ahol két csomopont kozott tobb iranyitott él is lehet, illetve

hurkok létezése is megengedett):

K:1 2

B

1.1. Definicié. Legyen @) egy tegez és a, b csomoépontok. Egy ¢ > 1 hosszisagu at a-bol
b-be egy olyan (a | oy, s, ..., | b) élsorozat, ahol minden «; élre igaz, hogy az a; nyil
eleje egybeesik az a1 nyil végével. Minden a csoméponthoz hozzarendeliink egy ¢ = 0

hosszisagn utat, a trividlis vagy stacionarius utat.

Jeloljon k egy tetszGleges testet. Egy r-algebra egy olyan x folétti vektortér, amin
értelmezett egy vektorok kozotti szorzés, ami disztributiv a vektorok osszeadaséra nézve

és kompatibilis skalarral valo szorzassal.

1.2. Definicié. A @ tegez k() ttalgebraja egy olyan x-algebra, ahol a k-vektortérnek
a bazisat az (a | ay, a9, ..., ap | b), £ > 0 utak alkotjak és ahol két bazisvektor szorzata a
megfelels utak sszetevését jelenti. Vagyis az (a | aq, g, ..., | b) és (¢ | By, Bay ..., Pr | d)

utak szorzata

(CL | a1,09,...,0¢ | b)(C | /817/827"'766 | d) =
:5bc(a | a17a27"'7a€7617627"'75k | d)

1 hab=c
ahol &, = a Kronecker-delta.

0 hab#c
A Kronecker-algebra izomorf a K Kronecker-tegez utalgebrajaval. A Kronecker-
tegezben a kovetkez6 utak vannak: «, 3, £1 és ey (ahol az utolsod kettd a csicsokhoz
rendelt stacionarius utat jelenti). Az utak Osszetevése a kovetkezs szorzotablat eredmé-

nyezi a kK algebraban:



g1 & a [
e1ler 0 0 O
g | 0 & a B
a | « 0 0
BB 0 0

1.3. Példa. Legyen k = Q és vy,vy € QK, ahol v; = 367 — &9 — %a, vy = 269 + o+ 203.
Ekkor 20y + vy = 651 + 23 és v1vy = (361 — &9 — %a) (260 + v+ 208) = =29 — . — 203.

A QK utalgebra tehat egy olyan QQ-feletti vektortér, ahol a vektorok kozotti szorzast az
el6bbi tablazat szabalyai szerint végezziik (a tablazat a kanonikus bazisvektorok szorzasat
adja meg, ami teljesen meghatarozza a mtveletet). A szorzés semleges eleme 1 = g1 + &9

(altalaban igaz: a utalgebraban a szorzas semleges eleme a stacionarius utak Osszege).

1.4. Definicié. A Kronecker-modulus egy véges dimenziés modulus a Kronecker-algebra

folott. Jeldlje mod-kK a Kronecker-modulusok halmazat.

Eszrevétel. A modulosok a vektorterek altalanositasai, ahol a skaldrok nem (feltétleniil)
egy test, hanem egy gytrd elemei. Mivel az algebra egy olyan vektortér, amin egy szorzast
is értelmeztiink, és ez a szorzéas disztributiv az Osszeadésra nézve, minden algebra egy

gytrd is egyben. Ennek a gytrtnek elemei lesznek a modulus "skalarjai".

1.5. Példa. Legyen M € mod-QK egy 3 dimenziés modulus QK f616tt. Ekkor 1étezik M-
nek egy F = (ey, eg, e3) bazisa. Legyen v, € M, r = vie; +vqeq és 177 = vie; +vhes +vies,
ahol v, vy € QK gy van megadva, mint a példaban, a tobbi skalar pedig: v; = a+/3,
vy = &1 + 20, vy = 289 + a — B, v}, v, v € QK. Akkor r + 1" = (vie; + vgeq) +
(vier + vhes + vies) = v er + vo”eg + vies, ahol v;” = vy + V) = 3e; — 9 + %a + 3 és
Ve =g +vh =€)+ 260+ a+40.

M dimenzidja QK f6l6tti modulusként 3, amit igy jelolhetiink dimgx M = 3. Ugyan-
akkor tekinthetiink M-re tgy is, mint egy Q folotti vektortérre. Ekkor a dimenzidja
12 (mivel minden egyes skalar egy négydimenzios vektortér eleme). Ezt igy jeloljik:

dimg M = 12.

1.6. Definici6. Egy véges dimenzioju modulust a Kronecker-algebra felett Kronecker-
modulusnak neveziink. Jelolje mod-xK a Kronecker-algebra feletti véges dimenzioju

jobb oldali modulusok osztalyat.

1.7. Definicié. Egy (véges dimenzi6ju) rk-linearis reprezentacioja a K tegeznek
(V1, Va; @a, @s), ahol Vi, V, véges dimenzi6ju k-vektorterek (megfelelve a csticsoknak) és

Pa,pp - Vo — V1 egy-egy k-linearis leképezés (megfeleltetve az éleknek).

Tehat egy x-linearis reprezentacidja K-nak vektortereket rendel a csticsokhoz és megfelels

k-linearis fiiggvényeket — vagy ekvivalens modon, matrixokat — az élekhez.



1.8. Definicio. Adott két M = (V1, Va; @a, pg) és M' = (V/,V3; 4, ¢)5) reprezentacio.
Egy morfizmust M és M’ kozott egy par k-linearis fiiggvénnyel lehet megadni: f =
(f1, f2), ahol f1 : Vi — V/ és fo : Vo — Vi ugy, hogy a kivetkez6 diagram kommutativ

(azaz firpa = v f2 és fios = ¢ fa):

Reprezentacidelméletbdl ismert tény, hogy a modulusok és a tegezek reprezentaci-
61 kolesonosen (és egyértelmiien) megfeleltethetk egymasnak. FEzért a tovabbiakban
a Kronecker-modulusokat a Kronecker-tegez reprezentacidival fogjuk azonositani. KEgy

Pa
M € mod-xK modulus esetén a kovetkezd jelolést is hasznélhatjuk: M =V, &= V; vagy
Y8

[Pal

M =V, & Vi, ahol [p.] és [ps] a pa és @p linearis leképezések méatrixai valamilyen
les]

bézisban.

A kovetkezdkben osszeallitjuk a definicioknak és kozismert tényeknek egy rovid gytijte-
ményét a Kronecker-modulusokkal kapcsolatosan. A szamitésok, indoklasok és bizonyita-
sok amelyek ezekhez az eredményekhez vezetnek szamos algebrakényvben megtalalhatoak
(reprezentacioelmélet, lasd példaul [1, 2] 6] [7]).

Az egyszerl’ﬂ Kronecker-modulusok (az izomorfizmus erejéig) a kovetkezsk
Si:keE0 és S5:0 k.

Pa
Egy M = Vi &= V, Kronecker-modulusnak a dimenziéja (vagy dimenzidvektora)

dimM = (dim, ;}/31, dim, V).

Egy M € mod-xK felbonthatatlan modulus a kévetkezé harom csalad valamelyikének
tagja: preprojektiv-, reguléris- és preinjektiv csalad.

A felbonthatatlan preprojektiv Kronecker-modulusok az izomorfizmus erejéig
meghatéarozottak a dimenzi6 vektorjuk altal. Adott n € N természetes szam esetén jeloljiik
P,-nel a felbonthatatlan preprojektiv modulust, aminek a dimenzi6ja dimP, = (n+1,n).

Tudjuk, hogy (izomorfizmus erejéig) P, = (k"' k"; f,g), ahol a kanonikus bézisban

E
felirva a linearis fiiggvények métrixait, az f : k* — k"' matrixa 0”) alaku (illetve

Inines valédi részmodulusa



0 .
g: K" — K" esetén ( )) [gy ez esetben

n

ahol F, az n-ed rendid egységmatrix.

Preprojektiv Kronecker-modulusnak nevezziik a felbonthatatlan preprojektiv
modulusok direkt osszegét: P = P, ® P,, - -- @ F,,, ahol altaldban névekvé sorrendben
tiintetjiik fel a paramétereket: a; < as < --- < q.

A felbonthatatlan preinjektiv Kronecker-modulusok is izomorfizmus erejéig
meghatéarozottak a dimenzié vektorjuk altal. Adott n € N esetén jeloljiik I,,-nel a fel-
bonthatatlan preinjektiv modulust, aminek a dimenzioja diml, = (n,n + 1). Tudjuk,
hogy (izomorfizmus erejéig) I,, = (k™, k™™1; f, g), ahol a kanonikus bazisban felirva a line-

aris fiiggvények matrixait, az f : k"1 — £ matrixa <En 0> alaka (illetve g : k"1 — K"

esetén <0 En>)) Ennél fogva

(En 0)
I - gP I I{n+1
n - .

0B
Preinjektiv Kronecker-modulusnak nevezziik a felbonthatatlan preinjektiv modu-
lusok direkt 6sszegét: I = I,, ®1,, - - 1,,, ahol altalaban csokkend sorrendbe tiintetjiik
fel a paramétereket: a; > ay > -+ > q.
A felbonthatatlan regularis Kronecker-modulusok azok a felbonthatatlan M &€
mod-x K modulusok amelyek sem preprojektivek sem preinjektivek. Ha x algebrailag

zart test (példaul vagy k = C), akkor a regularisokat a kévetkezd reprezentaciokkal lehet

azonositani:
Jim En
Ri(n): k"~ K" minden k € k esetén és Ry (n): k"~ K"
En J(")
0
E 1
ahol J,in) = k 1| ey n x m-es Jordan-blokk. Annak érdekében, hogy
k

egyszertsitsiik a jeloléseket, bevezetjitk a kovetkez6 halmazt: P = {oco} U k. Ennek a
halmaznak az elemeit egyszertien pontoknak nevezziik. Igy tehat egy regularis felbont-
hatatlan R,(n) alakd, ahol n € N és p € P. A regularis felbonthatatlan dimenzi6ja
dimR,(n) = (n,n).

Egy R € mod-xK modulust regularis Kronecker-modulusnak hivunk ha egy di-
rekt Osszege regularis felbonthatatlanoknak. Ha A = (A1, Ag, ..., \,) egy particio, akkor
hasznalhatjuk a kovetkezd jelolést R,(\) = R,(A\1) @ Ry(A1) & -+ - @ Ry(Am).



1.9. Tétel (Krull-Schmidt). Minden M € mod-xK modulus a kévetkezd mddon bonthatdo

fel (izomorfizmus erejéig):

M={F,& &P, @®erR(A\?)) & (I, & & 14,),

ahol:
o (c1,...,c,) nemnegativ egészek eqy véges novekvd sorozata;
o \P) = (A, ..oy \) egy mem nulla szamparticio végesen sok p € P pontra;
e (di,...,dy) nemnegativ egészek eqy véges csikkend sorozata.
A (ci,...,c,) nvekvs és (dy,. .., d,,) csokkend sorozatok a AP) particiokkal egyiitt az

ugynevezett Kronecker-invariansai az M modulusnak. Kovetkezésképpen a Kronecker-

invariansok izomorfizmus erejéig meghatéroznak egy M € mod-xK modulust.

1.10. Példa. Legyen x = Q, akkor P = Q U {oo} és egy Kronecker-modulus példaul
M € mod-QK, ahol

M:Po@Pg@R0(5)@R%(E),S,l,l)EBROO(2,2>@13@IQEB11€BII

Az M modulust M = P® R ® I alakban irtuk fel, ahol P = Py ® Fs egy preprojektiv,
R = Ry(5) @ R%(5,3, 1,1) ® Rwo(2,2) egy regularis, I = I3 ® I, & I} © I; pedig egy
preinjektiv Kronecker-modulus. A Py, Py, Ro(5), R%(5), R%(B), R%(l), R(2), I3, I
illetve I; modulusok mindegyike felbonthatatlan, és a regularisoknal az (5,3,1,1) és (2, 2)
particiok esetén hasznaltuk az Ri1(5,3,1,1) = R1(5) & R1(3) ® R1(1) & R%(l) illetve
Roo(2,2) = R (2) ® Ruo(2) jelolést.
1.11. Példa. A tovabbiakban csak a preinjektiv Kronecker-modulusokkal fogunk foglal-
kozni, ezért az el6z6 példabol csak a preinjektiv I = I3® Io @ I b [; modulust adjuk meg,

mint a Kronecker-tegez reprezentacioja:

100
010
001

oo

100

010
10

10

0
1
0

oo

01
00
00
0
1
01
01

01
00

ami a kovetkezd felbonthatatlan reprezentéaciok direkt 6sszegébdl all eld:

(425)
500010 . 2(010) 5 1(10) )
B ~ 2 B S—— ~
Is: K kY, Iy Kk kS és I kK r? (kétszer).
0100 010
(8839) (i) o



2. fejezet

A preinjektiv Kronecker-modulusok

bdvitési szorzata

2.1. Definici6. Legyenek M, X, N € mod — kK modulusok. Ro6vid egzakt sornak

nevezzik a kovetkezs sort:

X—2-N 0,

ahol a nyilak homomorfizmusokat jelolnek és a kovetkezd feltételek teljesiilnek: ker f = 0,

Imf =kerg és Img = N.

Eszrevétel. A rovid egzakt sor az egzakt sorok sajatos esete. Egy egzakt sor a kovetkezd

alaku:
f3 L. f’n

M, ,

ahol a nyilak ez esetben is homomorfizmusokat jelolnek és hasonlbéan a feltételek sorra
teljesiilnek: Im (fx) = ker (f11). Emiatt a[2.1] Definiciéban szereplé fiiggvények koziil f
injektiv, g pedig sziirjektiv.

2.1. A bdvitési szorzat

A kévetkezskben egy X € mod-xK modulus izomorfizmusosztéalyat [X| fogja jeldlni.

Definici6. Legyenek A és B Kronecker-modulusok izomorfizmusosztalyait tartalmazé

nem iires halmazok. Ezek bévitési szorzatal
A«B ={[X] | X € mod-kK,30 - N — X — M — 0 rovid egzakt sor, [M] € A, [N] € B}.

Nagyon fontos tény az, hogy a bdévitési szorzat asszociativ, tehat A, B és C esetén igaz,
hogy (A*B)*C = Ax(Bx*C). A szorzatnak semleges eleme is van: {[0]}xA = A*{[0]} = A,

ahol 0 itt a nullmodulust jeloli. Ez a miivelet tehat modulusok izomorfizmusosztalyainak

I Angolul: extension monoid product



halmazat szorozza Ossze asszociativ médon, és mivel semleges eleme is van, egy monoid

struktarat hoz létre.

Eszrevétel. A bovitési szorzatot M. Reineke vezette be altalanos esetben (lasd [5]).

A Kronecker-modulusok esetében ismert az A x B bévitési szorzat azokban az ese-
tekben, amikor A = {[M]} és B = {[N]} egyelemii halmazok, illetve M, N € mod-kK
felbonthatatlan preinjektiv-, regularis- vagy preprojektiv Kronecker-modulusok (lasd []]).

A kovetkezSkben csak a preinjektiv (vagy dudlisan a preprojektiv) Kronecker-
modulusok bévitési szorzataval fogunk foglalkozni, ezért csak csak preinjektiv esetre vo-

natkozo6 eredményeket mutatjuk be.

2.2. Tétel ([9]). Felbonthatatlan preinjektiv (illetve preprojektiv) Kronecker-modulusok

esetében a bovitési szorzatot a kovetkezd modon lehet megadni:

(Lo L)} i>j

o {[L]y {1} = ’
{[I] D ]Z], [Ij—l D Ii—l—l]a ceey [I]_[%] ©® I’H—[%]]} 1< j

{[F: @ P} 1<

o {[Pl}«A{[P]} = .
{lP; & P, [Pro1 ® Pict, oo, [Py © Py} 0>

Ezek a feltételek nem fiiggnek a k testtdl (lasd [9]).

Lathato, hogy két preinjektiv felbonthatatlan esetén a bévitési szorzat csak a direkt
Osszeget tartalmazza akkor, ha az els§ preinjektiv dimenzioja a nagyobb (vagy egyenls).
Ha a sorrend forditott (vagyis a kisebb dimenzioju szerepel els6ként a szorzatban), akkor
minden olyan direkt Gsszeg szerepel a halmazban, amire teljesiil, hogy az els6 tag dimenzi-
6ja nagyobb vagy egyenld, mint a masodik tag dimenzidja, a dimenziok Gsszege valtozatlan
és értékeik az eredeti dimenziok altal meghatéarozott korlatok kozott maradnak. Olyan ez,
mintha a preinjektivek esetén a ,természetes sorrend” a csokkend sorrend lenne (dimenzid
szerint). Ha a szorzatban novekvs sorrendben szerepelnek a tagok, akkor az eredmény
halmazban a csokkené sorrendbe allitott felbonthatatlanokon kiviil szereplenek még az

emlitett modon megadott elemek.

Eszrevétel. Ez a szabalyszertség ugy is felfoghato, mint az egész szamok rendezésének egy
altalanositasa. Ha a [2.2] tételben a preinjektiv felbonthatatlanokra vonatkozo szabalynal
a1 < j agban csak a halmaz els§ elemét hagynank, akkor visszakapnank a (csokkend sor-
rendbe vald) rendezést, ha eltekintiink a modulusoktoél és csak a dimenzioikat vessziik fi-
gyelembe. Ezért, ha egy altalanos, felbonthatatlan preinjektivekbdl allo szorzatot néziink,
akkor a b@vitési szorzatnak mindig eleme lesz az a preinjektiv, amit a felbonthatatlanok
direkt 6sszegébdl kapunk (csokkend sorrendbe rendezve dimenzi6 szerint). A kovetkezd

példaban [Is & Is & Is & Is & I5] € {[L]} * {[Is]} = {[Ls]} * {[Ls]} * {[1a]}-



2.3. Példa. Bemutatjuk a bévitési szorzat asszociativitasat, vagyis azt, hogy egy elemet
megkaphatunk tobb modon is, attol fliggetleniil, hogy milyen sorrendben alkalmazzuk a
szabalyt. Szemléltetésképpen kétféle modon kapjuk meg az Z = {[Ia]} = {[Ls]} * {[L5]} *
{[Zs]} * {[14]} szorzat ugyanazon [l & Is & I4 & I, & I3] € T elemét:

[} s {[Ls]}# ({[Zs]} * {[Zs]}) * {[1a]}

s {[Ls]}) = {171} # {[1a]} * {[1u]}
1 ] {[La]} s {[I7]}) = {[Tal} + { 1]}
[Z6]} * {[Z6]} * ({[Zs]} = {[1a]}) * {[Za]}
61} * {6} * {[Za]} = ({[£s]} = {[L]})
[Z6]} * {[Ls
[

I 1y
*

U

} (
}d
} o

U

U

Lo]} s {[L]} # {[a]} * {[1a]} * {[Ls]}

{
{
{
{
{
{
{le@ls® i I ® ]}

Ugyanezt az elemet kihozhatjuk egy masfajta zarojelezéssel is:

T = ({[L]} = {[Z6]}) = {[Ls]} = {[Ls]} = {[La]}

(1]} ({[Is]} = {[Is]}) * {[Za]}
{[1a]} s {Is]}) = {[Ts]} + { 1]}
kH*{Ud}*HUﬂ}*HMH)
Lo]} # {[1a]} * {[La]} * {15}

Eszrevétel. Belathato, hogy amint az elemeket cserélgetjiik és helyiikre rakjuk, az altaluk
generalt lehetséges halmaz egyre kisebb lesz. Ebben a konkrét esetben kezdetben 16
kiilonb6z6 lehetséges végkimenet lehet, majd rendre csak 7, 4, és 1 illetve 11, 7, és 1 a
maéasodik példa esetén. A sor végén, amikor mar kialakult a ,természetes sorrend”, ennek

az eredménye egyetlen (preinjektivekbsl 4ll6) direkt 6sszeg izomorfizmusosztélya.

2.4. Példa. Egy kisebb példa keretén beliil bemutatjuk egy tobb felbonthatatlan prein-

jektiv bovitési szorzatdnak a eredményhalmazat.

{Ha]} + L]} {2} L]} = {{h@ Lo L& L), [Is ® s © I3 © L], [Ie © I, & I3 & 3],
s I3D L], [[s D1, 1, D I5]}

Eszrevétel. A preprojektivek esetén is egy analog kombinatorikai szabaly jellemzi a szorza-
tot, ami a preinjektiv szorzat ,tiikorképe™ preprojektivek esetén a ,természetes sorrend”
a novekvs. Ezért minden preinjektivekkel kapcsolatos eredmény a preprojektivekre is

érvényes a sorrend megforditasa utén.

A kovetkez6 tétel ennek az el6bb bemutatott szabalyszertiségnek az altalanositasa arra

az esetre, amikor a szorzatban két preinjektiv Kronecker-modulus szerepel:



2.5. Tétel (|10]). Legyenek aqy > ...a, > 0, by > --- > b, > 0és¢cy > - >¢ >0
csokkend sorozatok. Akkor és csak akkor igaz, hogy I, ® - ® I, | € {[Lo, ® -+ ® Io,]} *
{Ip, ® - DB I,]}, vagy ekvivalens mddon, akkor és csak akkor létezik egy

0=l @@Ly oL@ Bl =Ly & @1, =0

alaki rovid egzakt sor, har =n+p, 36:{1,...,n} = {1,...,;n+p}, Ja: {1,...,p} —
{1,...,n + p} szigorian novekvd figgvények gy, hogy Ima N ImB = O és Elmé > 0,
1<i<n,1<j<pdgy hogyVt € {1,...,n+ p}-re teljesil a kovetkezd osszefiiggés:

b; — Zﬁ(i)<a(j) mé, where 1 = 5*1(6) ¢ € Imp

1<j<p

Az el6bbi tétel a kovetkezs szabalyszertiséget fogalmazza meg: ha adott két preinjek-
tiv Kronecker-modulus, akkor a bévitési szorzatban megjelend modulusokat egy particio-
kombinatorikai szabély hatarozza meg (a x testtdl fiiggetlentil). Az els6 részben rogzitett
konvenciot hasznalva a preinjektiv felbonthatatlanok direkt 6sszegében a tagokat csokke-
ng sorrendben irjuk, ezért a két preinjektiv modulust konnyen azonosithatjuk a megfelelg
particiokkal. Azonositsuk a tételben szerepls I, @- - -@©1,, modulust az (a1, as, . . ., a,) par-
ticioval és a I, @ - - - @ I, modulust a (by, by, ..., b,) particioval. Grafikus abrézolasban a
(a1, az,...,a,) particio elemeit oszlopokba rendezett fehér négyzetekkel-, a (by, ba, . .., by)
particio elemeit pedig sziirke négyzetekkel jeloljiik. A tétel azt mondja ki, hogy a b&vitési
szorzatban szereplé modulusokat olyan (cy, cs, . .., ¢,.) particiokkal azonosithatjuk, amiket
a sziirke és a fehér particiok egyfajta ,altalanositott" osszefésiilésébs] kapunk. Osszefésii-
lés kozben a sziirke particio oszlopaibdl négyzeteket ejthetiink a fehér particioé oszlopaira,
de mindig csak olyan fehér oszlopokra, amit az adott sziirkék megel6ztek az Osszefésii-
lés soran (balrol jobbra valo mozgasuk kozben). A tételben szerepls « és (3 fiiggvények
beliil. A szigortian névekvé monotonitas és a diszjunkt képek az dsszefésiilés matematikai
jellemzése, az m§- értékek pedig megadjék azt, hogy hany négyzet keriilt 4t az i-edik sziirke
oszloprol a j-edik fehér oszlopra. Minden, ezzel a mddszerrel kapott csokkend sorozat egy
olyan particiot fog megadni, amit azonosithatunk a bdévitési monoid szorzatban szerepld
preinjektiv valamelyik Kronecker-modulussal és minden ilyen ilyen modulus megkaphato
ezzel a modszerrel.

A kovetkezd példaban grafikusan is bemutatjuk az el6bbi szabalyt.

2.6. Példa. Legyenek Is® s B Is D Io 11 ® Iy és 113D 1o D Ig ® I5 ® I preinjektiv Kronecker-
modulusok. [I12 @ lg @ 3@ Ie @O0 LS Lo hohoh]e{lko Lol Lo h®
o]}« {[I13 ® Lo ® I & I5 & I5]}, vagy ekvivalens modon létezik a 0 — 13D 1o B Io B Is B I —
Ieolhyolselgd o lLdLdLohqLohL ol - gl lsdlod )y &Iy — 0 rovid
egzakt sor, mert a (12, 9, 8, 6, 5, 5, 5, 5, 1, 1, 1) partici6 megkaphato a (8, 5, 3, 2, 1, 0) fehér-
és (13, 10, 9, 5, 2) sziirke particiokbol az altalanositott Osszefésiilés segitségével. A tétel
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jeloléseit hasznéalva p = 6, n = 5, r = 11 és a szigortan novekvs fiiggvények 5 : {1,...,5} —
{1,...,11} a kovetkez§ értékekkel : (1) = 1, B(2) = 3, 8(3) = 5, B(4) = 6, (5) = 10 és
a:{1,...,6} — {1,...;11}aa(l) = 2,a(2) = 4, a3) = 7,a(4) = 8, a(b) = 9, a(6) =
Llértékekkel. Az m} értékeknek (1 <i <n, 1 < j < p) pedig valaszthatjuk: m} = mj = mj =

i = () az Osszes tObbi esetben.

mg =1, mj = m3 = 2 illetve m;

e { } {1}

7 |

12986 5555111 853210 1310 9 5 2

Eszrevétel. Ugyanezt az eredmény-particiot (altalaban) megkaphatjuk tobbfajta modon is:
kiilénbozhetnek az m§- értékek illetve az « és (3 fiiggvények is. A példdban ugyanazon

particiot mas m§ értékekkel és a sziirke meg fehér oszlopok mas sorrendjével kaptuk meg.

A kovetkezo tétel egy erésebb allitast fogalmaz meg. Nemcsak kijelenti az « és [ fiigg-
vények 1étezését, hanem egy szerkesztést is ad ezekre. Ennek alapjan algoritmizalhatova

valik a bévitési szorzat elemeinek generalésa, ahogy az késébb latni fogjuk.

2.7. Tétel ([10]). Legyenekay; > ...a, >0,by > --- >0, >0,¢; > --- > ¢, > 0 csokkend
sorozatok és B; = {1 € {0,...,n}| Sk br + S0 ax > S0 e} minden 1 < j < p-re.
Akkor és csak akkor igaz, hogy [I] € {[1a, ® - D Lo} x{[Lo, ®---® 11, ]} (vagy ekvivalens
modon akkor és csakis akkor létezik eqy

O—=5yy&- DLy, 11, & DI, =0

alaki rovid egzakt sor), ha (I =[I., ®--- @I ], r=p+n, > ci=> 0 ai+ > b,
B; #0, a; < Ca; €8 b; > cg, minden 1 < j <p és1<i<mn értékre, ahol

min By + 1 1=1
a; =
max{a;_; +1,minB;+j5} 1<j<p
és
min{l € {1,..., 7}l #a;,1 < j <p} i=1

min{l € {1 +1,...,r}{l #a;,1 < j<p} 1<i§n‘
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Az (a;)1<j<p és (Bi)1<i<n sorozatok és a B; halmazok minden esetben explicit modon
kiszamolhatoak, ezért a tételben nincs implicit 1étezési feltétel és minden véltozod értéke
szamolhato. Azontil, hogy jellemzi a preinjektiv Kronecker-modulusok bévitési szorzatat,
a szorzat minden elemére megad egy ,kanonikus” Osszefésiilést, azt a sorrendet, amikor az

(0j)1<j<p sorozat lexikografikusan a legkisebb.

2.8. Példa. Az el6bbi tételt a kovetkezs példaval szemléltetjiik:

e

] |

129 86 5555111 853210 1310 9 5 2

Atételjelb'leseit hasznalvaap=6,n=5,r =11, By ={1,2,3,4,5}, B = {2,3,4,5},
Bs = By = {3,4,5}, By = {4,5}, Bs = {5}, kovetkezésképpen a1 =2, ags = 4, a3 =6, ay = 7,
as =9, a5 = 11, 1 =1, Bo = 3, B3 = 5, B4 = 8, B5 = 10 és fennallnak a kovetkezs
egyenlGtlenségek: a; < co, €8 b; > cg, minden 1 < j < pés 1 <14 < n értekre.

A tétel alapjan meg lehet szerkeszteni egy olyan algoritmust (Algorithm , ami
lineéris id6ben el tudja donteni hogy egy bizonyos preinjektiv modulus benne van-e két
adott preinjektiv bévitési szorzataban.

A kovetkezGkben bemutatunk egy masik, ezzel ekvivalens, de talan szemléletesebb
kombinatorikai modellt a preinjektiv Kronecker-modulusok bévitési szorzatéara ([13] alap-
jan). A tétel jeloléseit hasznalva legyenek ay > ...a, > 0, by > --- > b, > 0,

c1 > -+ > ¢, > 0 csokkené sorozatok. El akarjuk doénteni, hogy igaz-e a
e, @@L ] €{lley & & Lo, ]} #{[lo, & - & L, ]}

allitas. Kicsit atfogalmazva a[2.5] és 2.7] tételek allitasait a kovetkezd modon jarhatunk el:

1. Felépitiink egy (p + 1) x (n + 1)-es matrixot (tablazatot) az (a;)i<j<p ¢s (bi)i<i<n
sorozatok elemeinek parcialis Osszegeibdl: Tj; = Z;,:l aj+ > by, 0 <5 <p,
0<:<n.

2. A Tiyp-4s elemtdl indulva (ez a matrix bal fels§ sarka) a (cg)1<k<, sorozat minden

egyes elemére egy-egy 1épést probalunk végrehajtani a T° matrixban, vagy lefele,
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vagy jobbra. Célunk az, hogy elérjiink a matrix jobb alsé sarkdba, vagyis a T},
elemhez. Minden egyes 1épésnél kiszamoljuk az s, = ZZ,:I cr parcialis Osszeget
(0 <k <n+p). Feltételezve, hogy egy adott pillanatban a Tj; pozicioban vagyunk
(tehat mar megtettiink j + i darab lépést), a kovetkezé modon folytathatjuk:

(a) Probaljunk el@szor jobbra lépni. Jobbra (vagyis a Tj;.1 poziciéba) akkor tu-
dunk 1épni, ha teljesiilnek a kovetkezd feltételek: sjiip1 < Tjip1 €s ¢jpipr <
bit1.

(b) Ha nem tudtunk jobbra lépni, probaljunk lefele lépni. Lefele (vagyis a Tjiq;
poziciéba) akkor tudunk lépni, ha teljesiilnek a kévetkezd feltételek: ;1,11 <
Tii1 €8 Cjpiv1 > Ujyn.

(c) Ha sem jobbra sem lefele nem sikeriil lépni, akkor a folyamat megszakad.

3. Ha az el6z6 pont szabalyai szerint leériink a jobb alsé sarokba, akkor igaz, hogy
e, @ @1 €{[le,® - DLo,)} ¥ {[L, ®---®I},]}. Hanincs egy ilyen szabélyok
szerint felépitett ut a bal fels6 sarokbol a jobb alsoba, akkor [I., & --- @ I.] ¢
{Uoy @@ L]} #{[lo, @ - © I, ]}

2.9. Példa. El akarjuk donteni, hogy igaz-e a [I; @ s @ s DI, S [, S I, B L B 1] €
(e Lo L& &I}« {[Iy® I D 14} allitds. Elészor felépitjiik a T matrixot (pirossal

jeloltiik az (a;)1<j<p elemeit és kékkel a (b;)1<;<,, sorozatot):

7 3 2 1 0
O |7 10| 121 [13] 13

9 19| 16] 19] |21] |22] 22

6 (15| 22] |25| 27| |28] |28

4 1191 126] 29| 31| 32| 32

Ezutan az elébb leirt szabalyt alkalmazva felépitiink egy utat a bal fels sarokbol a
jobb alsoba. A (cg)1<k<, sorozat elemeit zolddel jeldltiik, a legalso sorban az s parcialis
Osszegek sorozatat tlintettiik fel. Jobbra akkor tudunk lépni, ha (cg)1<k<, sorozatban az
aktualis elem értéke kisebb vagy egyenls, mint a kék elvilasztd sav folé irt szém, lefele
akkor, ha nagyobb vagy egyenls, mint a piros elvilaszto séav elé irt szam. Ezenkiviil, bar-
melyik iranyba is mennénk, az aktuélis parcialis 6sszeg nem haladhatja meg a négyzetbe

irt értéket.
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O—=7 | 101 12| 13| (13
’ 91 16y=19y=21| 22| 22
’ 15] 122] |25] 27| (28| 128
! 191 126] 29| |3Fp=32{—3L2

75 5 4 4 4 2 1
0 7 12 17 21 25 29 31 32

A kovetkezd algoritmus gyakorlatilag ezt a modszert implementalja (azzal a kiilonbséggel,

hogy nem szamolja ki el6re a T}; elemek mindegyikét, csak a lépésnek megfelels elemet).

Algorithm 1: IsPreinjectiveExt(B, A, C)

input : B, A, C € mod-xK preinjektivek, ahol B=1, &---® I, ,
A=1I,®---®1l,,,C=1,®--- DI, ésm,n,p>0.

outs True ha C-re igaz hogy [C] € {[A]} = {[B]}
output: .

False kiilonben

1 if m 4+ n # p then return False;

Saasbasc — O;
3,0+ 1;

[

w

4 fort+ 1topdo
5 Se ¢ Se + ¢

6 if j <mand a; <c¢, and S, + S, +a; > S. then
7 Sa < Sq + ay;
8 J7+1

9 else if i <nand b; > ¢, and S, + 5, + b; > S. then

10 Sy < Sy + b;;
11 141+ 1;
12 else return False;

13 if S, + 5, # S. then return False;

14 else return True;
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2.2. Algoritmusok

A visszalépéses keresésrdl Altalaban

A visszalépéses keresés egy olyan modszer, amelyben szamon tartjuk a kiindulé allapotbol
az aktuélis allapotba vezetd utat, illetve figyelembe vessziik, hogy milyen tovabblépési
lehetGségeink vannak még. A keresés szabélya, hogy a felépitett utat tovabb bévitjiik egy
1j allapottal, vagy ha ez nem kivitelezhets akkor visszalépiink és toroljiik az utolso élet. Ez
az algoritmus, (angolul: backtracking) a visszalépést csak legvégss esetben alkalmazza,
amikor mar minden egyéb lehetdséget kiprobalt. Elsfordul, hogy lehetnek zsakutcak,
amikor elfogytak az el6relépési lehet&ségeink.

Akkor érdemes ilyen keresést alkalmazni, amikor a keresési tér reprezentalhaté mint
fastruktira — ez esetben a korok miatt nem kell fajjon a fejiink. Tovabba kialakithatunk
stratégiat a lehetséges opciok kozott, ugyanakkor megjellhetjiik azokat, amelyeken nem
érdemes tovabblépni.

Elméletileg ezzel az algoritmussal minden probléma megoldhat6. De mivel ez az algo-
ritmus altalaban exponencialis 1épésszami, ezért a gyakorlatban nincs elég idénk kivarni,
hacsak nem alkalmazunk valamilyen heurisztikat illetve a probléma modelljébél szarmazo

sajatossagot. ugyanis ekkor nem kell minden agat bejarni.

2.10. Példa. A leggyakoribb példa erre, amikor egy n x n méretd sakktéablan n kiralynst
szeretnénk elhelyezni tigy, hogy ezek ne iissék egymést. A kévetkezd példa ezt mutatja be

az n = 4 esetére:

\

¢ USING FORWARD CHECKING

USING BACKTRACKING TO U0 el Do L U L
SOLWYE U- QUEENS THE ORAMGE S0UARES REFRESEMT
3 3 3 THE FLAGEMEMT OF 0 UEEMS: THE ¢
THE ORAMGE S0 UARES REFRESEMT
it et e DARKER 5OURRES ARE WALUES REMOVED
: FROM THE DOMAIME OF THE “ARIAELES.
BAZED OFF OF A DIAGRAM IM [51 e L e e

’

Minden k£ szinten 1 < k < n, a k-adik sorba szeretnénk elhelyezni egy kiralynét
valamelyik oszlopba. Az Osszes lehet&séget kiprobaljuk ami nem sérti a feltételeket. Ha
elfogytak a lehet&ségek akkor visszalépiink egy kisebb szintre. A mésodik képen lathato,
hogy kétszer is zsakutcaba futunk, amig elérjiik a célt. Ha elértiik a legalsé szintet kapunk
egy megoldast, ez esetben le is allhatunk mert csak egyet kér a feladat. (képek és b&vebb
leiras: http://4c.ucc.ie/web/outreach/tutorial.html)
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A bovitési szorzat kiszamitasa

A kovetkezd jeloléseket illetve valtozokat hasznaljuk mindkét algoritmus esetén. ElSkészii-
letként inicializalunk egy C vektort, amiben lehetséges jo particiokat szamoljuk, aminek
a hossza p = m + n. Ertelem szertien, a bemenet része az A és B , a fehér illetve sziirke
particiok. Az Gsszeg S = Z;nzl aj + > b;. Az eredmény megoldasokat egy halmazban

gyijtjiik, ez kezdetben tires: R = {}. A kovetkez$ algoritmus egy rekurziv véaltozata a
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[12] cikkben targyalt algoritmusnak.
Algorithm 2: generateTerms(B, A, C, i, j, k)

input : B, A preinjektiv Kronecker-modulusok, azaz a sziirke és fehér particiok,
B=by>--->b,, A=a; > --- > a,, C az aktualisan alakitott particio,
1, j és k jelentése, hogy aktualisan hdnyadik elemén allunk a B-, A- illetbe

C-sorozatnak,

output: RU {az ezt kivetd dgakban szamolt particiok}.

1 if k> pthen R+« RU{C} ;

2 else

3 left%S—Zlect;
4 cmin <— Peﬁ—‘ ;
p—k |’
5 if £ =0 then cmax < maz(ag,bo) ;
6 else cmax < min(c,_1,left) ;
7 [ =cmax ;
8 while [ > emin do
9 ch,ca +— —1,—1;
10 if 7 < m then
11 ca +min(X_ a+ S b — S0 e l)
12 if ca < maz(cmin,a;) then ca + —1;
13 if ¢« <n then
14 cb <— min(b;, 1) ;
15 if ¢b < cmin then c¢b «+ —1 ;
16 ¢k < mazx(ca, ch) ;
17 if ¢, > 0 then
18 if ¢, = ca then
19 L generateTerms(B, A, C,i, 7+ 1,k + 1)
20 else
21 L generateTerms(B, A,C,i+ 1,7,k + 1)
22 l+—1—1;

A maésodik algoritmus a tablazatos modszerre alapul és ez hozza az ujitast. Ha a
méatrix egyes elemein megvizsgaljuk, hogy milyen értékekkel tudunk tovabblépni, akkor
ilyen modon bejarva kiszamolhatjuk az Osszes kozéps6 tagot. A generdlaséra ugyancsak

backtracking algoritmust hasznalhatunk. Mivel a megoldasok halmaza egy részhalmaza az
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S 0Osszeg 1 hossztuisagu particiok halmazanak, vagyis a megoldast ¢; > c; > ... > ¢, > 0
alaktl sorozatok kozott kereshetjiik. Generédljuk az Osszes arra ,érdemes” particiot és
Osszegytjtjik a megoldasokat.

Az algoritmus felhasznalja a parcidlis Osszegek téablajat, ennek a dimenzidja
(n+1) x (p+1) azaz Tp; = Yo ibe + S0 tax (Thy = 0). Az algoritmust
MergeStep(B, A, C, 1,1, 1, S, 0) alakban hivjuk. A kezdeti hivas ugyanakkor az i, j, k
indexeket is inicializalja akarcsak az el6z6 esetén. Az program lefutasa utén az {A} x{B}

eredmény az R halmazban talalhato.

Eszrevétel. Habar a dontési feladatot sikeriilt megoldani lineéris idében, a lehetséges ko-
zEépsd tagok szadma nagyon nagy lehet. Abban az esetben ha az 6sszes lehetséges I kozépso
tagot (masképp: Osszefésiilt particiot) ki szeretnénk szamolni egy 0 — Iy — [ — I, — 0
alakt rovid egzakt sorban, akkor ezek szamara egy durva becslés az n egész particidinak

1 A/ 22

a széma (Hardy-Ramanujan képlet) P(n) = =€V .

Az algoritmus vazlata

Az algoritmust az elsg szintrdl (k = 1) inditjuk. A C altalanosan Osszefésiilt particion

dolgozunk és az egyes szinteken kiilonbo6zé értékeket feleltetiink meg az elemeinek, jeloltiik

c1,...,cx-val. Az algoritmus bizonyos lépései az adott k szinten a kovetkezdk:
1. Ha k > p, akkor a jelenlegi (cy, .. ., ¢x) sorozatot adjuk hozza a megoldas halmazhoz,

és 1épjiink vissza az el6z6 szintre.
2. Ha k < p, és ezt a szintet egy alsobb szintrdl értiik el akkor:

(a) Kiszamitjuk az Sy = {¢min, - - - , Cmaz } Nemnegativ egészek halmazat (valojaban
csak egy intervallum) ugy, hogy Ve € Sy esetén a (cy, ..., c;) sorozat legyen
egy lehetséges részmegoldas

(b) Az 6sszes ¢ € Sielemre:

i. Megvizsgaljuk a két (jobbra — fromA vagy lefele -fromB lépés) feltételt.
Itt nagyon fontos, hogy csak az egyik irdnyba lépiink. Ha mindkét irdnyba
tudunk 1épni akkor a jobbra lépést preferéljuk.

ii. Kivalasztjuk az elemet és fellépiink egy kovetkezs szintre (noveljitk a k-t
egyel).

(c) Visszalépiink az el6z6 szintre.

Osszehasonlitas a korabbi verzioval

A mergeStep algoritmusunk a pontosabb megszoritasok miatt kevesebb alkalommal fut
zsdkutcédba. Ez a verzié esetén még lesznek zsakutcak, ezért is nem bizonyitjuk itt, hogy

a fak agai amiket bejar ugyanolyan mélyek és a fa teljes.
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Algorithm 3: MergeStep(B, A, C, i, j, k, Sum, ¢Sum, T)

N

© 0 N o

10
11

12

13

14

15

16
17

18
19

20
21

22

input

: B, A preinjektiv Kronecker-modulusok, azaz a sziirke és fehér particiok,
B=b>-2b,A=a1 > >an
T a parcialis 6sszegeinek tablaja, i, 7 és k jelentése, hogy aktuélisan
hanyadik elemén allunk a B-, A- illetbe C-sorozatnak,

output: RU {az ezt kivetd dgakban szamolt particiok}.

if k> pthen R+ RU{C} ;

else

SumToLeft < Sum — Zle s

k

cMinPerLeft < {W-‘ :

cmin < cMinPerLeft ;

if j <m then cmin < mazx(cMinPerLeft, a;) ;
if k=0 then cmazx < max(ag,by) ;

else cmax < min(cx_1, SumToLeft) ;
candidate = cmax ;

while candidate > emin do

fromA < 2,
fromB + 2 ;

if 7 <m and candidate > a; and cSum + candidate < T; ;11 then
fromA « 0 ;

if © <n and candidate < b; and cSum + candidate < T;1; ; then
fromB < 1;
direction <— min(fromA, fromB) ;

if direction < 1 then
cr < candidate ;

if direction = 0 then
t MergeStep(B, A,C,i,j + 1,k + 1, Sum, cSum + candidate, T')

else
t MergeStep(B, A, C i+ 1,j,k+ 1, Sum, cSum + candidate, T')

candidate < candidate — 1 ;
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2.11. Példa. A kovetkezs példdn megmutatjuk hogyan jarnak be egy fastruktirat az
algoritmusok a (4, 1) fehér és (9, 2, 2) fekete particiok Gsszefésiilése kozben. Ebben az

esetben a két algoritmus faja meggyegyezd:

® OO OO
HOOUOOOOE OO
ONONORONORONORONORORORORORORO

ONONONONONONONONO) ®
ONOMONOMONONONONO ®

Lathatjuk, hogy a zsakutcak szdama 5. A képen a piros lelogo iranyitott élek azok a
dontések amik ide vezetnek. Ennek az a magyarazata, hogy ha a particio elejére tul kis

értékeket valasztunk, akkor a tételben szerepl§ b; > cg, egyenlétlenségek koziil nem
mindenik teljesiil 1 < i < n esetén.

A kovetkez6 példa bemutatja, hogy bizonyos esetekben a mergeStep kevesebb zsak-
utcaba fut mint a a tarsa.

2.12. Példa. Most a (4, 1) és (5, 3, 2) rovidke particiokat fésiiljiik dssze. A képen balra

lathato, hogy a generatel erms nevezet algoritmus kétszer csébe fut az ujjal ellentétben.
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S6t, egy nagyobb példa esetén a szamok latvanyosabban eltérhetnek, ugyanis a
(19, 15, 8, 4, 1, 1) fehér és a (26, 12, 10, 8, 4) fekete particiok Osszefésiilése soran ezek-
nek a zsakutcaba futas szamai 7453 a generateT erms esetén és 4699 a mergestep esetén,
ami joval kevesebb.

Idébeli 0sszehasonlitast végeztiink a kiilonb6z6 bemeneti esetekre ahol kiszamoljuk a
kovetkezs szorzatokat: ingy = {[Is ® s D I3 D Lo & [ @ Ip|} * {[{13® L10 ® Iy ® I5; © 15},
ing ={[[; Lo LS LOL S} x{{{l2® 11D LyD ;D ]} ésingy ={[Is DD 3D
LaL &L} «{[lia® 11 ®I;®I; ® L]} A figgsleges tengelyen mikroszekundumban

jelennek meg az értékek:

Futasi idék

300
250 1
200 o =206
1/
150 1
100
50
0
in_2_3 in_2_2 in_2_1

e generateTerms mergeStep
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3. fejezet

Alkalmazas

Ebben a részben réviden felvazoljuk a Kronecker-modulusok bévitési szorzatanak egy le-
hetséges alkalmazasat. A résznyalabprobléma kontrollelméletben fontos, altalanos esetben

egyelére megoldatlan kérdés, mérnoki alkalmazasokkal (lasd [4]).

3.1. Definici6. Egy A+ AB € M,, ,(k[\]) alaki matrixot linearis matrixnyalabnak

neveziink (vagy csak egyszertien matrixnyalabnak).

3.2. Definicié. Két A+ \B, A"+ AB" € M, »(k[\]) métrixnyalab szigorian ekvivalens,
ha léteznek a konstans, nemszingularis P € M,,(k) és @ € M, (k) matrixok tgy, hogy
A"+ AB"= P(A+ AB)Q. A szigoru ekvivalenciat A" + A\B" ~ A + AB jeloli.

3.3. Definicio. Egy A’+ A\B’ méatrixnyalab akkor és csak akkor résznyalabja A+ \B-nek
ha léteznek a A12 -+ )\Blg, Agl + )\Bgl, A22 + )\BQQ Ily&lébOk flgy, hOgy

A4 AB ~ A +AB"  Ajs+ ABys '
Ao + ABy1 Agg + AByy

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a kisebbik matrixnyalab kiegészitheté a nagyob-
bikban. Sorkiegészitésrsl beszéliink, ha az Ao, Bia, Ags, Boy matrixokat elhagyjuk, és

oszlopkiegészitésrsl, ha az Aoy, Boy, Asg, Bao matrixokat hagyjuk el.

Minden matrixnyalab szigortan ekvivalens egy kanonikus blokkdiagonalis alakkal,

amit a kovetkez6 klasszikus Kronecker-invariansokkal jellemezhetiink (lasd [3]):
1. sor-minimalis indexek
2. oszlop-minimalis indexek
3. véges és végtelen elemi osztok

A métrixnyalabokat és a Kronecker-modulusok kozott egyértelmi megfeleltetés létezik.

A
Egy A+ AB € M,,»(k[A]) matrix nyalabot természetes moédon a My p : kK™ T k"
B

reprezentacionak (és ezaltal Kronecker-modulusnak) lehet megfeleltetni. A klasszikus
Kronecker-invariansok is azonosithatoak a Krull-Schmidt-tételben (1.9 tétel) szerepld
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Kronecker-invariansokkal. A résznyalab probléma a kovetkezé modon fogalmazhaté meg
a Kronecker-modulusok nyelvén: A’ + AB’ résznyaldbja A + AB-nek <— da, € N :

[Ma.s] € {[Blo]} * {[Map]} * {{aFo]}.
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