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Absztrakt

A politikdban, gazdasagtanban ¢és a tarsadalomban 1étezd rendszerek
tulajdonsagait erdsen befolyasoljak az elemek kozott 1évé kapcesolatok, kdlesdonhatasok.
Ezek a tarsadalmi kapcsolatok egy hierarchikus strukturaja, bonyolult topoldgidval
rendelkezd frusztralt halozatot alkotnak, amelyben érdekes ¢és komplex feladatnak
igérkezik a szocialis koaliciok (klaszterek) kialakuldsi folyamatainak vizsgalata. Egy
viszonylag egyszerli, a statisztikus fizikdban ismert Potts-liveghez hasonlo, modellt
hasznalunk, amelyben leegyszerusitjiik a kolcsonhatdsokat pozitiv (vagy vonzo) és
negativ (vagy taszitd) kapcsolatokra. Belathato, hogy a rendszer koalicidkra szakad, hogy
minél jobban megfeleljen az elemek kozti kotéseknek. A  modellt jellemzé
koltségfiiggvényt optimalizalva keressilk az idedlis klaszterezédést a rendszerben.
Globalisan csatolt halok esetében mar vizsgaltdk ezt a feladatot és érdekes jelenséget
¢észleltek: a pozitiv kotések gyakorisaganak a fliggvényében az optimalis allapotban a
legnagyobb klaszter relativ mérete egy perkolacié szerli (geometriai) fazisatalakulast
mutat. Mivel a globalis csatolds nem teljesiil a valds szocidlis haldzatok esetében, a
feladatot most skalafiiggetlen- ¢és dilualt halézatokon vizsgaljuk két kiillonbozo
modszerrel: egy sztochasztikus renormalizaciés modszerrel és a szimuldlt hiités
modszerével. Eredményeink azt mutatjdk, hogy ez a fézisatalakulas tovabbra is
megmarad, ellenben a pozitiv kotések aranyanak a kritikus értéke valtozik meg: minél
nagyobb az atlagos fokszam a hal6zatban anndl nagyobb lesz ez a kritikus érték. Azonos
atlagos fokszdmmal rendelkez6 diludlt és skalafiiggetlen halozatokat dsszehasonlitva az is

cres

alakjanak megvaltozasaban.



1. Bevezeto

Napjaink egyik érdekes ¢és meglepd eredményeket nyujté tudoményaga a
halézatok fizikdja. A halozatok nagyon kiilonbozdek lehetnek, mégis ez a tudomanyag
bizonyos altaldnos tulajdonsagokat vizsgal ramutatva a halézatokat irdnyitd
torvényszeriiségek  egyetemességére. Mikor  halézatokrél — beszélink,  eldszor
mindannyiunknak az internet-, a telefon-, vagy az elektromos halozatok jutnak esziinkbe,
mivel ezeket a hétkdznapi nyelven is halozatoknak nevezziik, de valojaban halézatot
alkotnak a telepiiléseket 6sszekotd utak, egy nagy ismeretségi halozat maga a tarsadalom,
vagy ennek kiillonb6z6 részei, a gazdasagban és a politikaban is hal6zatokkal talalkozunk.
Definidlhatunk halozatokat a biologiaban és biokémidban is (pl. a szervezetiinkben
kiilonb6z6é funkciokat végrehajto molekuldk kozott) és még tovabb sorolhatnank a
példakat.

A kiilonb6z6 szocialis halozatok tanulmanyozasa statisztikus fizikai modszerekkel
ennek a tudomanyagnak egy része, amely a szamitogépes szimuldcidos moddszerek
fejlodésével egyre érdekesebb eredmények feltardsara nyujt lehetdséget. Nap mint nap
¢szlelhetjiik a politikdban, a gazdasdgban, a tarsadalomban a kiillonboz6 koaliciok,
csoportok kozti versengéseket. Természetesen ezen koalicidok kialakuldsa leginkabb az
orszagok vagy partok kozti politikai kapcsolatok, a cégek kozti gazdasagi viszonyok, és a
kis tarsasagok, illetve egyének kozti kapcsolatok jellegétdl fligg. Ezek a tarsadalmi
kapcsolatok egy hierarchikus struktiraji, bonyolult topologiaval rendelkezd frusztralt
haldzatot alkotnak.

Ezeknek a frusztralt héalézatoknak bizonyos altaldnos tulajdonsagai aranylag
egyszerli fizikai modellek segitségével tanulmanyozhatok. Ha leegyszerisitjiik a
kolesonhatasokat pozitiv (vagy vonzo) €s negativ (vagy taszitd) kapcsolatokra (pozitiv
kapcsolatrol beszéliink baratok vagy partnerek esetén, negativ kapcsolatrol ellenségek
vagy vetélytarsak esetében) belathatd, hogy a rendszer koaliciokra szakad, hogy minél
jobban megfeleljen az egyének - vagy gazdasagi héaldzatok esetében a cégek - kozti
kotéseknek. Idedlis csoport-szervezddés (klaszterez0dés) esetén az egy csoportban levo
egyének kozt csak vonzo, a kiillonbozd csoportokban levok kozott pedig csak taszitd

kolcsonhatas 1étezik. Természetesen ilyen idealis allapot nem mindig lehetséges, de
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statisztikus  fizikai modszerekkel meghatarozhatdé az optimalis konfiguracié a
rendszerben.

Ez a probléma egy frusztralt rendszer optimalizaldsa. A feladat komplexitasa
hasonlit mas érdekes és kozismert problémakhoz. Egyik példa a tekeredd fehérjelancok
probléméja [1], amelyben nagyon bonyolult struktirdju Osszetekeredett proteinlanc-
molekuldk optimalis helyzetét kell meghatarozni. A szilardtest fizikdban sokat
tanulmanyozott spiniivegek esetében is hasonld komplexitast feladatokkal talalkozunk
[2], itt olyan anyagokat vizsgalnak, melyekben a molekuldk sajat magneses nyomatékkal
(spinnel) rendelkeznek és a kdlcsonhatasok kdvetkeztében a molekuldk spinjei kiillonb6zo
iranyokba allhatnak be. Ezekben a rendszerekben az egyensulyi allapot megkeresése egy
hasonlé komplexitasu optimizacidés probléma. Az “utazd ligynok” feladata egy masik
ismert probléma, melyben egy ligyndk kiilonb6zd vérosokat kell bejarjon és keresi a
legrovidebb utat [3]. Ezek a feladatok azért bonyolultak, mert a megoldasukhoz
sziikséges 1d0 exponencialisan nd a rendszer méretével (pl. a bejart varosok szdmaval)
[4], igy annak ellenére, hogy kidolgozhato egy algoritmus a feladat megoldéasara, nagyon
nagy rendszerek esetén tovabbra is megoldhatatlan feladatoknak mindsiilnek. Ezért ilyen
feladatoknal gyakran kozelité modszereket kell alkalmazni.

Ebben a témakorben mar késziilt egy tanulmany [5], amelyben tobb kiilonb6zo
modszerrel vizsgaltdk a koaliciok kialakuldsat globalisan csatolt hal6zatokban, vagyis
olyan halozatokban amelyben mindenki mindenkivel 0Osszekottetésben van. Az
eredmények azt mutattdk, hogy az optimalis allapot nagyon kiilonbézhet annak
fiiggvényében, hogy a rendszerben a pozitiv vagy negativ kotések domindlnak. Ha a
rendszerben a pozitiv kapcsolatok vannak tulsulyban, vagyis ha pl. a tarsadalomban a
kolaboralasi hajlam nagy, akkor egy nagy klaszter (angolul cluster: fiirt) alakul ki, ha
viszont sok a negativ kotés a rendszerben, vagyis a konfliktusok nagyon gyakoriak, akkor
minden egyén kiilon csoportot alkot. Nagyon kis rendszerek esetén a két véglet kozti
atmenet fokozatos, de nagy rendszerekben ez az atmenet nagyon gyorsan torténik és egy
érdekes fazisatalakulds mutathat6 ki.

Ennek a tanulménynak az volt a f6 hianyossaga, hogy csak globdlisan csatolt
haldézatokat vizsgalt. Ez csak nagyon kis valds szocialis haldzatok esetén lenne igaz, a

nagyobb méretli szocialis hal6zatok nem teljesen csatoltak. Mi arra kerestiik a valaszt,



hogy nem teljesen csatolt haldzatok esetén milyen fazisatalakulds tapasztalhato, és a
fazisatalakuléds tulajdonsagai (pl. az atmeneti pontot jellemzd pozitiv kotések strtisége)
megvaltoznak-e. Ennek érdekében kétféle nem teljesen csatolt halot vizsgaltunk,
véletlenszeri diludlt halokat és skalainvarians héaldzatokat. Arra is probaltunk vélaszt
keresni, hogy az esetleges valtozasok, hogyan fliggnek a haldzat topologiajatol.
Optimalizacidos mddszerekként mindkét hald esetében két megkdzelitdé modszert
hasznaltunk, mivel egzakt modszerek ilyen nagyobb méretli halozatoknal nem
megvalosithatdéak. Mindkét modszert hasznaltak globalisan csatolt rendszer esetén is, bar
bizonyos valtoztatasokra is volt sziikség. Az elsd a fizikdban mar jol ismert szimulalt
hiités modszere, a masodik az tigynevezett sztochasztikus renormalizacios modszer, ami
az [5] szerzdi altal kidolgozott egyszerii megkozelitd mddszerhez hasonlit, bar kisebb

modositasokat tartalmaz.

2. A klaszterezési feladat

2.1. A modell

A feladat konkrétabb attekintéséhez nézziink egy egyszerli modellt [5], amely
segitségével szocidlis rendszerek klaszterez6dését, koaliciokra vald szakadasat
vizsgéljuk. A valdsagban a tarsadalmi, politikai, gazdasagi, stb. kapcsolatok folyton
valtoznak, a modell viszont az egyszerilsités kedvéért feltételezi, hogy a folyamat soran
(amig a rendszer eljut az optimalis allapotba) a kapcsolatok allandoak.

A modell Iényege a kdvetkezd: egy nem teljesen csatolt haldézatunk van, jeldlje p
a létezd kotések ardnyat. Globalisan csatolt halok esetén p=I1. Az N csomépont az
egyedeket, a koztik levd kotések pedig a kapcsolatokat jelképezik. Az egyszerliség
kedvéért minden egyed azonos rangu €s azonos sullyal bir a halézatban. A kapcsolatok
lehetnek pozitivak T;=+1, vagy negativak T;=-1 (z0ld illetve piros szinii kotések az 1.
abran). A halozatunkban véletlenszeriien osztjuk el a pozitiv és negativ kotéseket, a
pozitiv kotések szaménak és a 1étezd kotések szamanak aranyat g-val jeloljiik. A pozitiv

kotéssel kapcsolt egyének hajlamosak ugyanabban az allapotban lenni, szeretnek



ugyanazon a véleményen lenni, mondhatnank, hogy ,,baratok”, mig a negativ kotéssel
kapcsoltak altalaban kiilonb6zd koalicidhoz tartoznak, ritkan vannak ugyanazon a
véleményen (,,ellenségek”). Egy ilyen rendszerben koaliciok fognak kialakulni, mert
minden egyén szeretne egy csoportba keriilni azokkal akikkel pozitiv kapcsolata van, és
tavol szeretne maradni azoktol akikhez negativ kotés fiizi. A kiilonbozd koalicidkat a
korok szine jelképezi. A megnegedett allapotokat, vagyis a koaliciok szdmat nem
korlatozzuk a rendszerben, tehat minden csomo allapota o;=1, ..., N. A lehetséges
allapotok szama N, vagyis az is eld tud fordulni, hogy minden egyed més-mas

koalicioban talalhato.

1. abra. A haldzatban a csomok kiilonb6z6 allapotokban (koalicidkban) lehetnek, ezt a korok szine

jelképezi. A 1étez6 kotések lehetnek pozitivak (zold) illetve negativak (piros).

Felmeriil az a kérdés, hogyan fognak csoportokba rendezddni az egyének, ahhoz
hogy a legjobban kielégiiljenek a kapcsolatok. Idealis klaszterez6dés esetén minden
klaszteren beliil csak pozitiv, a csoportok kézott pedig csak negativ kotések kellene hogy
legyenek. Rogton belathaté azonban, hogy ez nem mindig (s6t nagyobb rendszerek esetén
szinte soha nem) lehetséges. A feladat megoldasahoz a statisztikus fizika modszereit
hasznalva definialhatdé a rendszer energidja, amely anndl nagyobb minél erdsebb a
frusztraci6 a rendszerben. A fizikai rendszerek altaldnos tulajdonsaga, hogy igyekeznek
eljutni mindig a legkisebb energidju éllapotba, amely az optimalis vagy egyensulyi

allapot, tehat a rendszer energidjat minimalizalva talalhatjuk meg az optimalis allapotot.
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Par nagyon egyszerli meggondolasra alapozva az [5] tanulmany szerz6i felirtak a
modellt jellemzd energiafiiggvényt és par egyszerlsités utan arra a kovetkeztetésre
jutottak, hogy az optimalizaci6 sordn a kovetkezd energiafiiggvényt kell minimalizalni:

E= _Z Ti0(r00)
i<j
Ahol Tij a kotések eldjele, o(i) pedig az i-edik csomopont allapotat jeldli, azt hogy melyik
koalicio tagja.

Mint mar emlitettiik az energia a rendszerben létezd frusztraciot jellemzi. Sorra
véve a kotéseket mindig eldonthetd, hogy a jelenlegi allapot eleget tesz a kotés jellegének
vagy nem. Ha pl. két egyén kozott pozitiv kotés van és azonos csoporthoz tartoznak,
akkor ez a kotés kedvezd és nem noveli az energiat. Viszont ha pozitiv a kotés de
kiilonb6z6é koalicidkhoz tartoznak akkor mar noveljiik az energiat, mert a rendszer
allapota nem tesz eleget a kotés jellegének. Teljesen hasonldéan negativ kotés esetén a
frusztraci6 nd ha azonos csoporthoz tartoznak, tehat ilyenkor az energia értékét is
noveljik.

Az altalunk vizsgalt modell nagyon hasonlit a Potts féle spintiveg modellhez [6,7].
A Potts féle spiniiveg modellt eredetileg a szilardtestfizikdban vezették be olyan
véletlenszerli strukturaval rendelkez6 nem magneses anyagok modellalasara, amelyek
nem rendelkeznek tlikrozési és rotacidos szimmetridkkal. A gyakran hasznalt szilardtest
fizikai és statisztikus fizikai alkalmazasai mellett, egyre érdekesebb alkalmazasokat nyer
a szocioldgiai rendszerek vizsgalatanal [8-10]. A mi modelliink energiafiiggvénye az N
allapotot megengedd Potts modell energiafiiggvényére hasonlit, ennek ellenére, amint azt
az [5] tanulmany részletesen targyalja, tobb fontos kiilonbség is van a modellek
tulajdonsagai és viselkedése kozott.

A rendszer optimalis allapotanak keresése sordn ezzel az energiaképlettel
dolgoztunk, ennek az energianak kerestiik a minimalis értékét. A pozitiv kotések
aranyanak fiiggvényében vizsgéltuk bizonyos jellemzd mennyiségek valtozasat. Mar
emlitettiik, hogy ugyanezt a modellt mar tanulményoztak globalisan csatolt haldzatok

esetén [5], a vizsgalt rendparaméter a legnagyobb koalicié relativ mérete volt.



Ugyanezt a rendparamétert vizsgaljuk mi is:

rlq)= <max(i){cx](\’f)}>x

ahol C, (i, q ) az i allapotban levé elemek szama a kotéseknek egy x eloszlasa esetén.

Mivel a modelliinkben az alapallapot (az optimalis allapot) nagyon gyakran egy elfajult
allapot, a koalicioknak tobb fajta konfiguracioja rendelkezik ugyanakkora energiaval és
ezekben a legnagyobb klaszter mérete kiillonbdzhet, ezért a rendparaméter kiszamitasanal

atlagolunk ezekre az éallapotokra nézve (ezt a feliilvonas jelképezi) és ugyanakkor

atlagolunk a kotések kiilonb6z6 megvaldsulasara is (< >x ).

2.2. Globalisan csatolt halok klaszterezodése

Mint mar emlitettiik a bevezetdben, ezt a problémat vizsgaltdk mar globalisan
csatolt halok esetén [5]. Ebben a fejezetben ennek a kutatdsnak az eredményeit
szeretnénk roviden Osszefoglalni, mivel kulcsfontossaguak a mi eredményeink
megértéséhez.

Az optimalis allapotot kiilonb6zé mennyiségekkel jellemezhetjiik, mint pl. a
kialakult koaliciok szdma, a koalicidk atlagos mérete vagy a legnagyobb koalicié mérete.
A legérdekesebb viselkedést mutatd paraméter, amely egyértelmii fazisatalakulasra utal
az a legnagyobb klaszternek a teljes rendszerhez viszonyitott mérete (r).

Az optimalis allapotot jellemzd mennyiségek nagyon fiiggnek attdl, hogy a
rendszerben milyen a pozitiv illetve negativ kotések aranya. Jeldljik g-val a pozitiv
kotések és az Osszes kotés szamanak aranyat. Az konnyen belathatd, hogy ha csak
pozitiv kotéseink vannak (¢g=1) akkor egyetlen klaszter fog kialakulni (r=1), ha pedig
csak negativ kotéseink (¢=0) vannak akkor egyaltalan nem alakulnak ki koaliciok
(r=1/N), vagyis minden egyén egy kiilon csoportot képez. Ugy gondolnank, hogy a két
veégsd eset kozott lasst fokozatos atmenet van, de meglepé modon egy fazisatalakulasra
utalo gyors atmenet észlelhetd. A g paraméternek létezik egy kritikus értéke: egy végtelen
nagy rendszerben ha a pozitiv kotések ardnya csak egy kicsivel is meghaladja ezt a

kritikus értéket akkor egyetlen koalici6 alakul ki, ha pedig a kritikus érték alatt van akkor
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mar egyaltalan nem alakulnak ki koaliciok. Véges rendszerekben az atmenet folytonos,
de nagy rendszereknél nagyon gyors.

Tobb modszerrel vizsgaltak a klaszterezddési problémat globalisan csatolt halok
estén [5]. Mivel globdlisan csatolt haloknal kevés csomopontbol 4lld rendszert is tudtak
vizsgalni (nem kellett a halo valamilyen topoldgiaval rendelkezzen), egzakt eredményeik
is vannak (2.a. abra), és egy renormalizicids modszert haszndlva analitkiusan is

megbecsiilik a fazisatalakulas helyét, mely g=0.5-nek adodik (2.b. abra).

1 o 1

0.75

r os X
N=8
—-— N=16
---- N=32
0.25 4 — N=64
'F o ——e N=10 —— N=infinite
0 L PR 1 P M| L P PR B L P L
0 0.25 0.5 0.75 1 086 0.8 1
q

2. abra. a) Egzakt eredmények b) Renormalizacidos modszer eredményei.

Ugyanakkor a legfontosabb modszerek itt is a sztochasztikus, Monte Carlo tipusu
szimulacidos modszerek. A szimulélt hiités és egy masik sztochasztikus renormalizacios
modszer eredményei a 3. abran lathatok.

Lathatd, hogy az 0Osszes eredmény egy perkolaciora emlékeztetd geometriai
fazisatalakulast mutat. Ez a fazisatalakulds az optimalis allapotban a legnagyobb klaszter
méretében jelentkezik a pozitiv kotések valdszinliségének fliggvényében. Az eredmények
arra utalnak, hogy ha a rendszerben a pozitiv kapcsolatok vannak tulstilyban, vagyis ha
pl. a tarsadalomban a kolaboralasi hajlam nagy, akkor egy nagy alakul ki, ha viszont sok
a negativ kotés a rendszerben, vagyis a konfliktusok nagyon gyakoriak, akkor minden
egyén kiilon csoportot alkot. Nagyon kis rendszerek esetén a két véglet kozti dtmenet
fokozatos, de nagy rendszerekben ez az atmenet nagyon gyorsan torténik, a végtelen
hataresetben pedig egy 1épcsdszert fliggvényt kapunk. A globalisan csatolt hal6zatokban
ez a fazisatalakulds g=0.5 értékénél torténik. A kovetkezd fejezetekben azt fogjuk

vizsgalni, hogy nem teljesen csatolt halozatok esetén hogyan moddosul ez a
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fazisatalakulas.

1 T N=10 /
N=20 [
0.8 N=30 (
08 N=60 |
N=100 :'
—— N=150 ,
0.6 0.6 [z
0.4 0.4 . /
s =10 g /
axact M=10 i
a—a M=20 .
0.2 | o —a N=30 1 02 <l
— [=60
4] Q.2 (.4 0.6 0.5 1 o
q 0 02 0.4 06 08 1
q

3.abra. a) Szimulalt hiités eredményei. b) A sztochasztikus renormalizaciés mdodszer

eredményei.

3. Halozatok generalasa

Ebben a fejezetben azokat a modszereket fogjuk bemutatni, amelyeket a
tanulmanyozott haldzatok eldallitdsara, generdldsara hasznaltunk. Amint az elébbi
fejezetben bemutattuk, ezt a klaszterez0dési feladatot csak globalisan csatolt halok esetén
vizsgaltak, ellenben ezek a globalisan csatolt halok csak kis kozdsségek esetén tiikkrozik a
valosagot. Egy egyszeri példaként tekintsiink egy kis falut, annak lakoit és azok
viszonyat, kapcsolatait. Ebben az esetben fel tudunk allitani egy olyan modellt, amelyet
az elobbi fejezetben ismertettiink, de ha mar nagyobb telepiiléseket vizsgalunk - mint
példaul vérosok, metropoliszok, orszagok - akkor rdjoviink, hogy ez a globalis csatolés

mar nem valésul meg. Ezek a halézatok is Osszefiiggdek, mert barmely pontjabol
valamilyen uton el lehet jutni egy akarmelyik masik pontba, de nincsen minden csucs
direkt kotésben sajat magan kiviill minden mas csticcsal. Ezért most olyan héalézatokat

kerestiink, amelyek megfelelnek ezeknek az 0jabb kritériumoknak, és ezeken fogjuk

vizsgalni a klaszterezési feladatot.
Ezeknek a nem globalisan csatolt haloézatoknak a vizsgalatakor az els6
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kézenfekvd kozelités az, ha véletlenszeri diludlt halokat generdlunk. Ezeket egy
globalisan csatolt hal6zatbol nyerjiilk, mindig véletlenszeriien kivéve a halozatbol a
kotéseknek bizonyos szazalékat. Itt azt vizsgaltuk, hogy a kotések stirtisége hogyan
befolyasolja a fazisatalakulast. Mivel a véletlenszerli diludlt haldzatok is elég messze
allnak a valos tarsadalmi rendszerektdl, ezért egy olyan halotipust is vizsgaltunk, amely
jobban megkdzeliti a valés helyzetet. Ezek a skalafiiggetlen, vagy mas néven
skalainvarians halozatok. A legtobb nagy tarsadalmi halé struktardja ilyen grafokkal
irhato le. Itt két fontosabb halogenerdldsi modszert is bemutatunk: a Barabasi-Albert
modellben alkalmazott preferencidlis csatolds modszerét [11], illetve a konfiguracios
modellt [12]. Mi a probléma vizsgalatakor végiil a masodik mddszert alkalmaztuk, mert
kisebb rendszerek esetén sokkal pontosabb fokszam-eloszlassal rendelkezd haldkat

tudtunk vele generalni.

3.1. Véletlenszeru dilualt halozatok generalasa

A célunk az volt, hogy olyan hélézatokat generaljunk, amellyel jobban meg
tudjuk kozeliteni a valds tarsadalmi rendszereket, ezért legelsd megkdzelitésként
véletlenszerli dilualt halokat vizsgaltunk.

Ebben az esetben kiindulasként generdlunk egy halét, amely globalisan csatolt,
majd az 0ssz kotésszam bizonyos szazalékat kivessziik a rendszerbol. A kotéseket mindig
véletlenszerlien, azonos valoszinliséggel valasztjuk. Ennek a dilualt halozatnak a
legfontosabb jellemzd paramétere, az hogy a kotéseknek hany szazalékat vessziik ki a
rendszerbdl. Ezt a paramétert jeldljiik py; -vel. gy a rendszerben maradt kotések szamat a

kovetkezo egyszert Osszefiiggéssel tudjuk kiszamolni:

N-(N-1)

K = (11— pr)

Ha ezt a paramétert til nagyra vessziik, akkor lathato, hogy a kotések szdma nagyon
lecsokken, igy megnd annak az esélye, hogy a halozatunk két kisebb, kiilon 4llo részre
szakad. Nagyon fontos az, hogy a halézatunk 6sszefiiggd legyen, amikor elértiik a kivant
kotésszamot, mert ellenkezd esetben olyan mintha a problémat két fiiggetlen, kisebb

halon végeznénk el. Ezért vigydznunk kell, és folyamatosan ellendrizniink, hogy a
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generdlt halo Osszefliggd maradjon és csak olyan haldkon dolgozzunk, amelyek
megfelelnek ennek a feltételnek, azaz, hogy barmely csticsbol barmelyikbe el lehet jutni.
A halogeneralas algoritmusanak fontosabb Iépesei:

e globalisan csatolt halé generalasa

o véletlenszeriien kivalasztunk egy kotést és kilitjiik a rendszerbdl

e azeldzo 1épést addig ismételjiik, amig el nem érjiik a kivant kotésstiriiséget

e leellendrizziik, hogy az igy kapott hald Osszefiiggd-e, ha nem, akkor elvetjiik

¢s az egész generalast kezdjiik elolrdl

A szimulaciokat tobb méretli halora végeztiik el: 20, 30, 40, 50, 100, 150, 200, 300, 400
és 500 csucsot tartalmazo halokra. Mindegyik halo esetében tobb esetet vizsgaltunk a
kotések szamanak fiiggvényében. Kis rendszereknél, a 20-as és 30-as halok esetében,
csak pr=85%-ig mentiink el, hiszen a kotések szdma a rendszerben nagyon hamar
lecsokken és nehéz mar olyan allapotot talalni, amelyben a generalt haldo még 6sszefiiggo.
A nagyobb halok esetében (40, 50, 100) px =90%-ig, illetve (150, 200) pi =95%-ig
vizsgaltuk. Nagyon nagy rendszereknél, mivel a feladat megoldasa eléggé iddigényes,
ezért csak nagyobb py; értékeket vizsgaltunk, hiszen ott varhatd érdekes viselkedés. A
300-as halo esetében csak 90% folott (98%-ig) vizsgaltuk a viselkedést, tovabba a 400-as
¢és 500-as halok esetében pedig 99% f616tt (99,9%-1g). Az 5% és 95% kozott minden 5%-
os lépésre generaltunk egy halot, a 300-as halo esetében 1%-os 1épésekben, mig a 400-as
¢s 500-as halok esetében 0,1%-os lépésekkel. Minden egyes hélora a szimulacids
1épéseket tobbszor elvégeztiik, ezeket a modszereket a kovetkezd fejezetben ismertetjiik

részletesen.

3.2. Skalainvarias halok

Barabasi ¢s Albert [11] a 90-es évek végén kezdtek foglalkozni a mindennapi
¢letben fellelheté halézatokkal. Addig ugy tartottdk, hogy az Osszes természetben és
mesterséges uton 1étrejovo halozat véletlenszerl (a csomdpontok teljesen véletlenszeriien
kapcsolodnak Ossze). Barmelyik halozatrol volt sz, alkosson akéar olyan Osszetett

rendszert, mint a tarsadalom, vagy a sejtek kémiai anyagai, esetleg a honlapokat
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0sszekoté URL-ek, mindegyikrdl azt feltételezték, hogy véletlenszertien rendezddnek el.
De Barabasi és kutatocsoportja arra a megallapitasra jutott, hogy nem minden halo
mutatja ezt a topoldgiat. Ramutattak arra, hogy ha a véletlenszerliség elvét alkalmaznank
az internetre, akkor "a legtobb embernek nagyjabol ugyanannyi bardtja lenne, nagyon
kevésnek lenne csak sokkal tobb vagy sokkal kevesebb. A vildghalon ez nem igy van: a
legtobb oldalra csak nagyon kevés mas oldal mutat, ezek tehat majdnem lathatatlanok a

vilaghalon, néhany oldalra pedig majdnem mindenki ramutat."

4. abra. a) Véletlen halo vazlata. b) Skalafiiggetlen halé vazlata.

Ezt a fajta halozatot kdvetkezd cikkiikben elnevezték skalafiiggetlen halozatnak [11], arra
a tényre alapozva, hogy nagyon széles tartomanyban valtozhat egy csomo kapcsolatainak
a szama (fokszdma), nincs egy jol meghatarozott skala. Késébb programot irtak az
internet feltérképezésére, €s ezzel tudtak bizonyitani is a feltevésiiket.

A skdlainvarians halozatok alaptulajdonsaga, hogy a fokszam-eloszlas egy
hatvanyfiiggvény. Vannak olyan csomdpontjai a halonak amelyek nagyon kevés, és
vannak olyanok is amelyek nagyon sok kotéssel rendelkeznek. Az ilyen rendszerek
rendkiviil hibatiir6ek abban az értelemben, hogy véletleniil valasztott pontokat eltavolitva
a rendszer tovabbra is Osszefiiggd marad; a legnagyobb csomépontok eltdvolitasatol
azonban darabjaira hull.

Az élet szinte minden teriiletén taldlkozhatunk ilyen tipust héaldkkal. Ilyen hald
példaul a mar sokat emlegetett Internet, a World Wide Web, ahol a csomdpontok a
honlapok a kapcsolat koztiik pedig az URL. Szocidlis halok is mutatnak ilyen topologiat:
ismeretségi halozatok (pl. szinészek ismeretségi haldzata), szexudlis hélozat, tuddsok
kapcsolatai. Bioldgia, orvostudomany teriiletér6l megemlithetjiik az idegsejtek alkotta

halozatot és a jarvanyok terjedési ttvonalait. A nyelv is ebbe a csoportba sorolhatd, ahol
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a csomopontok a szavak, amelyek kiilonb6zé szintaktikai és nyelvtani szabalyok
betartdsaval vannak 6sszekapcsolva. A tudomanyos irodalom is ilyen halénak bizonyult,

az idézettségi halo, ahol a csomodk a publikacidk, a kapcsolatok meg a hivatkozasok.

idegsejtek internet szavak idézettsége

5. abra. Példak skalafiiggetlen halozatokra.

A feladatunk elsd része az, hogy ilyen halokat hozzunk Iétre. Két moddszerrel
probalkoztunk: a Barabdsi-Albert modellel, amely a halo ndovekedését modellalja, a
preferencialis csatolds elvét hasznalva és egy kevésbé ismert mddszerrel, a konfiguracios
modellel, amely egy egzaktul definialt fokszam eloszlasfiiggvény alapjan épiti fel a

haldzatot.

3.2.1. Barabasi-Albert modell

A modell, amit Barabasi ¢és Albert felallitott nagyban kiilonb6zott mas akkor
megszokott modellektdl: ok azt figyelték meg, hogy milyen szabalyok szerint ndvekedik
a rendszer, mi az ami meghatarozza, hogy egy 0j csomdpont hova kapcsoldédjon. Azért
tint ez j6 megkdzelitésnek, mert a skalafiiggetlen halozatokra jellemz6 a folytonos
novekedés, és pont ez a ndvekedés az ami alakitja a rendszert. Azt figyelték meg, hogy
egy-egy Uj csomopont szivesebben kapcsolédik olyan csomoOponthoz, amelyik
kiterjedtebb  kapcsolatrendszerrel —rendelkezik, ezt nevezték el népszerliségi
kapcsolodasnak.

A modell amit felallitottak nagyon egyszerli, a halé néhany (n darab)

csomopontbol indul, amelyek egy globélisan csatolt héalot alkotnak, mindegyik elem
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minden mdas elemmel G6ssze van kotve. Ez a kozponti mag aztin egy kétlépéses
algoritmust kovet:

o Novekedés: Egy 0j csomo6t kapesolunk a rendszerbe m < n kapcsolattal, vagyis az
uj csomopont m darab mar a rendszerben levo csomoéponthoz fog kapcsolodni.

o Népszerliségi kapcsolodas: Az az m csomd, amelyekhez az Ujonnan érkezett
kapcsolodni fog a fokszamuk fiiggvényében lesznek kivalasztva. Az a csomo,
amelyiknek sok szomszédja van nagyobb valosziniiséggel lesz az 1j csomodnak is
a szomszédja, mint egy olyan csomodpont, amelyik csupan néhany kapcsolattal
rendelkezik.

Ez az algoritmus minden Iépésben egy csomodponttal noveli a rendszert. Tehat
csomopontonként készitiink el egy folytonosan bdviilé halét. Ez a modell volt az elsé
sikeres kisérlet a kozéppontok (hub-ok) megmagyarazasara. Ez volt az elsé olyan modell,
amelyik a valddi haloézatokban a skalafiiggetlen hatvanyfiiggvényeket megmagyarazta,

ezért hamarosan a skalafiiggetlen modell néven valt ismertté.

A moddszernek jo eredményei vannak nagyszamu csomoOpont esetén, de kisebb

haloknal nem til pontos. Ezért hasznaltunk egy masik modszert: a konfiguracios modellt.

3.2.2. Konfiguracios modell

Ez a mddszer nem a héalok novelésével general skalafiiggetlen haldzatot, hanem

eleve egy adott fokszam eloszlasbdl indul ki. Ennek a képlete:
n(k) =e k7
Ez pontosan azt adja meg, hogy n(k) darab csomoépont rendelkezik & darab kotéssel. Két
fontos paraméteriink van: a y hatdrozza meg, hogy milyen meredek legyen a
hatvanyfiiggvény, az a pedig a csomdpontok szamat befolyasolja. Tehat a képletbdl fog
az is kijonni, hogy hany csomopontja lesz a halonak.
A modszer nagyon pontos kis halok esetén is, mert eleve egy hatvanyfliggvény

tipusu fokszam-eloszlast generdl, a programunk csak azt kell megoldja, hogy melyik

csomopont melyikkel legyen 0sszekotve.

14



A modszer roviden a kovetkezo:

Adott a és vy értékre kiszdmitjuk az n(k) értékeit. Az eloszlasfiiggvény képlete
valds szamot ad, ezt egész szdmra kerekitjiik, hiszen n(k) a k kotéssel rendelkezd
csomok szamat jeloli. Az utolso k érték amelyre az n(k) értéke még [ folott van
lesz kuay,, vagyis a legtobb kotéssel rendelkezd csomd fokszama. Itt kiszamolhato
a csomok szama is A, illetve a haloban 1étez6 kotések szama K:

k max

N = > n(k)

k max

K=> n(k)k

Az n(k) tombot felhasznalva minden k=/1,...,ky,, értékre 1étrehozunk n(k) darab
olyan csomot melynek & darab szabad (még sehova nem kotddd) kotése van. A
szabad kotések szamat egy tombben taroljuk.

Ha K paratlan, elhagyunk egy olyan csomot amelyik egy kotéssel rendelkezik,
hiszen a szabad, parositasra var6 kotések szama mindenképp paros kell legyen.
Osszekotjiik a csomokat:

véletlenszeriien kivalasztunk két csomot

e ha még nincs koztiik kotés, akkor 6sszekotjiik dket. A létrehozott
kapcsolatokat egy matrixban taroljuk

e csokkentjiik a szabad kotéseik szamat eggyel

o kezdjiik ezt a ciklust el6lrdl, addig amig a szabad kotések szdmat

tarolo tomb elemei mind lenullazodnak

Ellendrizziik, hogy 0sszefliggd-e a halozat, ha nem generdlunk egy ujat.

Az 0sszekotésnél eléfordulhat, hogy olyan csomodknak maradnak még kotéseik,

amelyek 0ssze vannak mar kdtve, vagy éppen nem lehet ket 6sszekotni (egy csomodnak

marad két kotése). Ez esetben keresni kell egy olyan kotést amelyet ha elszakitunk, annak

a két végpontjat Ossze tudjuk kotni a megmaradt két kotéssel, és igy megoldodik a

probléma. Ha nem kapunk ilyen kotést, egy ujabb halot kell generalni.
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4. Szimulacios modszerek

A rendszer optimdlis klaszterezddésének megtaldlasahoz sztochasztikus, Monte
Carlo tipusu optimalizacidos modszereket alkalmaztunk. A klasszikus szimuldlt hiités

modszerét €s egy egyszeriibb sztochasztikus renormalizaciés mddszert.
4.1. A szimulalt hiités modszere

A szimulalt hiités modszere egy jol ismert és sokat hasznalt Monte Carlo tipust
optimizaciés modszer [13].

Kezdetben az elemeket véletlenszerien kiilonbozé allapotokba helyezziik, a
kotéseket g valoszinliséggel pozitivnak vessziik. A rendszert egy T kezdeti hdmérséklet
értékkel jellemezziik, amelynek értékét a szimuldcid soran nagyon lassan csdkkentjiik.
Minden T értéknél nagyon sok Monte Carlo 1épést végziink. Egy Monte Carlo 1épés alatt
N-szer végezzik el a kovetkez6 1épéseket:

e Véletlenszertien kivalasztunk egy elemet a rendszerbdl.
o Athelyezziik véletlenszeriien egy masik allapotba (koalicioba).
e Kiszamitjuk, hogy mennyivel véltozott a rendszer energiaja (AE).

e Ha csokkent az energia elfogadjuk ezt az allapotot.
e Ha nétt az energia akkor is elfogadjuk exp(— AE%) valoszintiséggel.

Azért kell nagyon sokszor elvégezni ezeket a 1épéseket, hogy lehetdleg minden
elem sorra keriiljon. Majd csokkentjiik a hdmérséklet értékét, és ismét elvégezziik ezeket
a lépéseket. Ezt addig folytatjuk, amig a homérséklet eléri a T, végsd értéket. Igy
megkapjuk egy adott ¢ értékre (a pozitiv kotések valodszinlisége) és a kotések egy adott
eloszlasa esetén a rendszer optimalis allapotat, de természetesen mindezt el kell
végezniink g tobb értékére és a kdtések nagyon sok kiilonbozo eloszlasa esetén.

Lathato, hogy bizonyos valoszinliséggel a rendszer energiajat noveld 1épéseket is
megengediink, és ez a valosziniiség a homérséklettol fiigg. A hiitési modszert frusztralt
rendszerek esetén alkalmazzak. A mi modelliink is frusztralt és az energianak nagyon sok

lokalis minimuma létezik. Ha csak az energiat csokkentd 1épéseket engedélyezziik a
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rendszer konnyen bekeriil egy ilyen lokalis minimumba és nem keriilhet ki onnan. A
hiitési modszer 1ényege az, hogy a hiités elején amig nagy a hdmérséklet, viszonylag nagy
energiavaltozdsok megengedettek a rendszerben, majd nagyon lassan csokkentve a
hémérsékletet, egyre kisebb és kisebb fluktudciokat engedélyeziink, igy megfeleld
szimulacids paraméterekkel elérhetd, hogy a rendszer a globalis minimumba keriiljon.
Sajnos soha nem lehetiink teljesen biztosak, hogy az energia elérte a globalis minimumot,
de a modszer elég jo megkozelitést ad.

A mi szimuldciéink sordn a kezdeti homérséklet 7;=N/[-4*log(0.8)]. Ez azt
jelenti, hogy kezdetben egy viszonylag nagy (AE=N/4) értékli energiavaltozas is nagy
valdszintséggel (0.8) eléfordulhat. A végsé hdmérséklet 7,=0.1, és a hdmérséklet értékét
0.98-as szorzotényezdvel csokkentjiik. Azt, hogy egy adott hdémérsékleten hany Monte
Carlo 1épést végziink, mindig a rendszer méretének fiiggvényében hataroztuk meg: kisebb
rendszereknél, N=25, 30, 40, elegendd 200 MC 1épés, N=50 esetében 500, N=70 —nél
700, N=100,150-nél 1000 MC Iépést végeztiink. A modszer nagyon iddigényes mert
minden ¢ értéknél tobb halon is el kell végezziikk az optimalizalast, hogy megfeleld
atlagot kapjunk. Ezért is nem tudtunk ezzel a modszerrel N=150-nél nagyobb

rendszereket vizsgalni.

4.2. Stochasztikus renormalizacios modszer

A stochasztikus renormalizacids szimuldcids moddszer egy viszonylag egyszerii
megkozelitdé optimalizadciés modszer. A modszer altal nyujtott eredmények jo
megkozelitéssel egyeznek a szimulalt hiités eredményeivel. Egyszertisége ellenére a
modszer eldnye abban rejlik, hogy sokkal gyorsabb mint a szimuldlt hiités és nagyobb
rendszereket is lehet vizsgalni vele.

Egy hasonl6 moédszert eredetileg globélisan csatolt halokra dolgoztak ki par
évvel ezelott [5]. Ezt a modszert fejlesztettiik tovabb, alakitottuk at, hogy dilualt halok és
skalainvarians halok esetében is miikodjon. A modszer alapotlete az, hogy mikor a
rendszerben minden kotés negativ akkor biztosan tudunk taldlni egy tokéletes frusztracio-

mentes allapotot. A legkézenfekvobb ilyen megoldas az, hogy ha minden cstcspont kiilon
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klasztert alkot, majd egyenként valtoztatva pozitivra a kotéseket, minden lepésnél
viszonylag egyszerli szabalyokat alkalmazva megprobaljuk kozel tartani a rendszert
ehhez az optimalis allapothoz. Ha az egész folyamatot (vagyis a pozitiv kotések
stirliségének valtoztatasat 0-tol 1-ig) sokszor végigjarjuk, és a folyamat végén minden ¢
értéknél kiilon atlagot szdmolunk, az energidk és rendparaméter atlaga egy jo
megkozelitést fog adni az optimalis allapot energiajara és rendparaméterére.

A modszer fobb 1épései:

e kezdetben minden kotést negativra allitunk és azt feltételezziik, hogy
mindenki kiilon klaszterben van — ez itt mindig egy optimalis allapot

e minden Iépésben véletlenszerien kivalasztunk egy kotést €s pozitivra
valtoztatjuk. Ennek megfelelden noveljik a g értéket is, amely a poztiiv
kotések stirtiségét jeloli.

e a kivalasztott kotés két csucspontjdhoz tartozo klasztert megprobaljuk
egyesiteni; ha energetikailag megéri, hogy a két klaszter atkeriiljon egy
kozos allapotba akkor végrehajtjuk a miiveletet

e ha a két klaszter egyesiilt, akkor ellendrzést hajtunk végre az 0j klaszteren
beliil: ha keriil olyan csticspont amelyiknek mégsem éri meg ehhez az uj
nagyobb klaszterhez tartozni (pl. tal sok ,.ellensége” keriilt be hirtelen a
csoportba) akkor azt visszatessziik eredeti allapotdba

e kiszamoljuk és elmentjiik az adott g-hoz tartozd energia €és rendparaméter
értéket, hogy a szimulacié végén atlagolni tudjunk

o afenti Iépéseket addig ismételjiik amig minden k&tés pozitiv nem lesz

e az egész folyamatot tobbszor, €s tobb halora is megismételjik, és végiil
minden ¢q értékénél kiszdmoljuk a rendparaméter és az energia atlagat

Lathato, hogy minden 1épésben, miutan egy kotést pozitivra valtoztatunk megvizsgéljuk a
rendszert, hogy ennek a valtozasnak a kdvetkeztében melyik csucsot kellene atrakni egy
masik klaszterbe, hogy a rendszer energidjat a minimalis kozelében tudjuk tartani. Ez a
1épés az elsdnek kivalasztott kotések esetében a legegyszeriibb, mert akkor csak a két
csticspont viszonyat kell vizsgalni, de késObb, amikor az a kotés mar két, esetleg tobb
csticspontot tartalmazo klasztert kot Ossze, akkor a teljes klaszterek viszonyat kell

vizsgalni. Még bevezettiink egy ellendrzd 1épést arra az esetre ha a két klaszter egyesiil.
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Az 1j klaszteren beliil mindenképp lesznek frusztraciok, de ha olyan egyedet talalunk
amelynek az egyesités utan tobb ,,ellensége” van az 1j klaszterben mint ,,baratja” (vagyis
energetikailag nagyon rossz neki az 0j klaszterhez tartozni) akkor azt visszatessziik
eredeti allapotéaba.

Minden halé esetében a szimulaciot tobbszor elvégeztiik és a végén minden ¢
értéknél az Osszes hald eredményeit atlagoltuk. A szimulacidkat elvégeztik 20, 25, 30,
35, 40, 45, 50, 75, 100, 150, 200, 300, 400 és 500 csucspontot tartalmazd haldkra a diludlt
halok esetében és 20, 25, 50, 75, 100, 125 és 150 csucspontot tartalmazd haldkra
skalainvarians halok esetében. Minden egyes haloméretre 100-szor generaltunk uj halot
egy szimulacion beliil és minden egyes generalt haléra a szimulaciot 100-szor végeztik

el.

5. Eredmények

Az elobbi fejezetekben bemutatott modszereket alkalmazva érdekes eredményeket
kaptunk. A globalisan csatolt haloknal észlelt fazisatalakulds tovabbra is megmarad,
ellenben a fazisatalakulas pontja, a g kritikus értéke valtozik meg. A dilualt hal6zatoknal
¢és a skalafiiggetlen haldzatoknal is azt észleltiik, hogy minél kisebb a kdtések stirtisége
anndl jobban eltolodik a fazisatalakulds helye. Probaltunk vdélaszt adni arra, hogy
pontosan mitdl fiigg ez az eltolodds. Az eredményeink azt mutatjadk, hogy a
fazisatalakulds helye az atlagos fokszamtol fligg (vagyis az egy csomora esO atlagos
kotésszamtol: k=K/N). Ez kiilon-kiilon mindkét tipust hélézatndl teljesiil, ellenben
Osszehasonlitva a kiilonb6z6 tipusu de azonos atlagos fokszdmmal rendelkezd halokat
mégis eltérést latunk. Ez arra utal, hogy a haldézat struktirdjanak is fontos szerepe van a

fazisatalauklas tulajdonsagai szempontjabol.
5.1 Dilualt halézatok

A 6., 7,8,9., 10, 11. abrdkon a dilualt halézatokra kapott eredmények lathatok. A

kovetkezokben minden abran a bal oldalon a sztochasztikus renormalizacids modszer, a
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jobb oldalon pedig a szimulalt hiités altal adott eredményeket abrazoltuk. Lathatd, hogy a
két modszer eredményei jo egyezést mutatnak. A 6. illetve 7. abran azonos méretti (N=50
és N=100) de kiilonbozo stiriségli halozatokra abrazoltuk a rendparamétert, vagyis a
legnagyobb klaszter relativ méretét (r), a pozitiv kotések slirliségének (g) fliggvényében.
Az abran a py; értékek is fel vannak tiintetve %-ban. Lathato, hogy minél tobb kotés
hianyzik a halobol, vagyis minél kisebb a kotések siirtisége, a gorbék anndl inkabb
eltolodnak, és az atmeneti pont (a gorbe legmeredekebb pontja) nagyobb ¢ értékek felé
tolodik

6. abra. A rendparaméter a pozitiv kotések aranyanak a fliggvényében, N=50 csomobdl allé halok esetén
kiilonboz6 py; paraméterekkel. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizacidos modszer, jobb oldalon a

szimulalt hiités altal adott eredmények lathatoak.

7. abra. A rendparaméter a pozitiv kotések aranyanak a fiiggvényében, N=100 csomobol allé halok esetén
kiilonboz6 py; paraméterekkel. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizacids modszer, jobb oldalon a

szimulalt hiités altal adott eredmények lathatoak.
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8. abra. A rendparaméter a pozitiv ktések aranyanak a fliggvényében, p,=5% paraméter értékkel,
kiilonbozo haloméretek esetén. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizaciés modszer, jobb oldalon a

szimulalt hiités altal adott eredmények lathatoak.
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9. abra. A rendparaméter a pozitiv kotések aranyanak a fiiggvényében, p,=80% paraméter értékkel,
kiilonboz6 haloméretek esetén. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizaciés modszer, jobb oldalon a

szimulalt hiités altal adott eredmények lathatoak.

A 8. ¢és 9. abran a megforditott jelenséget abrazoltuk, amikor a py; paraméter allando €s a
rendszer mérete valtozik. Az 8. abran py=0,05, mig a 9. abran p;=0,80. Ismét, azt
lathatjuk, hogy az atmeneti pontok (a gorbék legmeredekebb pontjai) eltolodnak, most
minél kisebb a rendszer, anndl nagyobb lesz a ¢ kritikus értéke. Tehat a fazisatalakulas
helye nem konkrétan a létezd kotések aranyatol fiigg (/-pu), ellenben ez a viselkedés azt
sejteti, hogy az atlagos, egy csomora jutd kotésszamnak lehet szerepe, hiszen ugyanaz a

pri kisebb rendszerekben nagyobb eltolédast okoz.
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Ezt a sejtést probaltuk ellendrizni. Lerdgzitve az atlagos fokszamot (k=K/N), minden

kiilonb6z6 méretli racsnal kiszamithato, hogy a kotéseknek hany szazalékat kell kivenni

(Pii):
N-(N-1) 2.k
K=——F-(-pu)= pui=1———
1 — 1
/,;/‘
081 / 4
061 4
04~ — 30-8621% | |
— 35-8824%
40 -89.74%
— 45-9091% a0k 86%
02l 50-9184% | _| — n40Kk90% | _|
. 75 - 94.59% 50 ki 92%
100 - 95.96% | | — n75ki95% | |
1100 ki 96%
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10. abra. A rendparaméter a pozitiv kétések aranyanak a fiiggvényében, ahol a k=2, kiilonb6z6
haloméretek esetén. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizacidos modszer, jobb oldalon a szimulalt hiités

altal adott eredmények lathatoak.

— 30-65.52%
— 35-70.59%| |
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11. abra. A rendparaméter a pozitiv kotések aranyanak a fiiggvényében, ahol a k=5, kiilonb6z6
haléméretek esetén. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizacids modszer, jobb oldalon a szimulalt hiités

altal adott eredmények lathatoak.

A 10. és 11. abran lathatd grafikonok olyan rendszerek esetében késziiltek, amelyekben
az atlagos fokszam k=K/N éllando, azaz az egy csucsra esd kotésszam allando. A 10. dbra
esetében az atlagos fokszam k=2, mig a masodik esetben k=5. Nagyon jol megfigyelheto,

hogy a rendparaméter-gérbék inflexidés pontja ugyanott talalhatdé és utana a gorbék jo

22



kozelitéssel egybe esnek. Minél kisebb a k értéke a fazisatalakulas anndl jobban el van
tolodva. Ez azt mutatja, hogy a fazisatalakulas helye valoban ettél a paramétertdl, az

atlagos fokszamtol fligg.

5.2 Skalainvarians halozatok

Skalainvaridns halozatok esetén nagyon hasonld eredményeket kaptunk. Itt talan még

kihangsolyozottabb a fazisatalakulas eltolédasa, mivel a skalainvarians halok siiriisége

altalaban elég kicsi.

06— -
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12. abra. A rendparaméter a pozitiv kotések aranyanak a fliggvényében, N=100 kiillonb6z0 y paramétererek
esetén. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizacidés modszer, jobb oldalon a szimulalt hiités altal adott

eredmények lathatoak.

A 12. adbran N=100-as méreti halok rendparaméteriigdrbéi lathatok, kiilonbozd vy
paraméterek esetében. A konfiguracidos modellt hasznidlva a y paraméter az
fokszameloszlast jellemzd hatvanyfiiggvény kitevdje. Minél nagyobb ez a paraméter,
annal meredekebb az eloszlas, ezért azonos méretii haldokban annal kevesebb kotés van.
Itt is azt észleljiik, hogy kisebb kotésstirliség, vagyis nagyobb y esetén, jobban eltolodnak
a gorbék.
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13. abra. A rendparaméter a pozitiv kotések aranyanak a fiiggvényében, y=0,5 (fels6 két grafikon), illetve
v=1 (also6 két grafikon) esetén, kiilonb6z6 méretli halokra. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizacios

modszer, jobb oldalon a szimulalt hiités altal adott eredmények lathatoak.
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14. abra. A rendparaméter a pozitiv kotések aranyanak a fiiggvényében, ahol a k=2, kiilonb6z6
haléméretek esetén. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizacios modszer, jobb oldalon a szimulalt hiités

altal adott eredmények lathatoak.
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15. abra. A rendparaméter a pozitiv kotések aranyanak a fiiggvényében, ahol a k=5, kiilonb6z6
haléméretek esetén. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizacios modszer, jobb oldalon a szimulalt hiités

altal adott eredmények lathatoak.

A 13. abran 4lland6 y esetén abrazoltunk kiilonb6zé méretli rendszereket. Hasonloan a
diluélt halokhoz itt is, allandé6 gamma esetén a kisebb méretli halok mutatnak nagyobb
eltolédast. A viselkedés nagyon hasonlo, ezért itt is leellendriztiik, hogy ha az atlagos
fokszamot rogzitjiik le, akkor mi torténik. Itt is k=K/N=2 illetve k=5 értékekre dbrazoltuk
az eredményeket a 14. és 15. dbrakon. A rogzitett k érték eldallitasahoz sziikséges a és vy
paramétereket nem olyan konnyli kiszdmolni, mint a diludlt halok esetén. Mi tobb
kiilonb6z6é y értéknél nagyon sok a értékre lefuttatok a haldégeneraldé modszert, egy
tablazatot készitve. Ebbdl kikereshetd a megfelelé atlagos fokszamot generalo
paraméterek értéke. Az adbrakbdl lathato, hogy sejtésiink ismét beigazolddott: allandd &
esetén a kiilonb6zd halok gorbéi az inflexids pontndl talalkoznak és utdna nagyon jo

megkozelitéssel egybeesnek.

5.3 Osszehasonlitas

Eredményeink azt mutatjak, hogy ugy a dilualt, mint a skélainvarians halok esetében, a
fazisataalkulés helye az atlagos fokszamtol fiigg. Marad a kérdés, hogy a haldzatok
topologidja valtoztat-e a rendparaméter-gorbe alakjan, esetleg a fazisatalakulds helyén. A
16. abran a 12. abran lathatd N=100-as méret0 skalainvarians halokat abrazoltuk,

Osszehasonlitva 6ket azonos atlagos fokszammal rendelkezd dilualt halokkal. Mindegyik
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v esetén kiszamoltuk a halo atlagos fokszdmat és ennek megfeleléen generaltuk a dilualt
halézatot. Az egymasnak megfelelé halok gorbéit azonos szinnel abrazoltuk, folytonos

vonallal a dilualt, szaggatott vonallal a skalafiiggetlen halok gorbéi lathatok.

16. abra. A rendparaméter a pozitiv kotések aranyanak a fliggvényében, N=100, azonos atlagos
fokszammal rendelkez6 dilualt illetve skalainvarians halok. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizacids

mddszer, jobb oldalon a szimulalt hiités altal adott eredmények lathatdak.
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= — Dn40 =
— Dn45 — Dn30
04 — Dns0 | 4 04 — Dn40 |
— Dn75 — Dns0
— Dn 100 — Dn7s
— Sen26 — Dn 100
— Scnd4 — Sen26
02 — Scn75 | o 02 — Scnd4 | 7
— Scnll8 — Scn75
— Scn 188 — Scnll8
0 1 1 L 1 1 0 1 1 L 1 1
0 02 04 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 0.8 1
q q

17. abra. A rendparaméter a pozitiv kdtések aranyanak a fiiggvényében, k=2, kiilonb6z6é méretii halok
esetében. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizacidés modszer, jobb oldalon a szimulalt hiités altal adott

eredmények lathatoak.
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18. abra. A rendparaméter a pozitiv kotések aranyanak a fiiggvényében, k=5, kiillonb6z6 méretii halok
esetében. Bal oldalon a sztochasztikus renormalizaciés mddszer, jobb oldalon a szimulalt hiités altal adott

eredmények lathatoak.

A 17. és 18. abran a k=2 és k=5 esetében hasonlitottuk Ossze a dilualt és
skalafiiggetlen héalokat. Fekete szinnel a diludlt, mig piros szinnel a skalafiiggetlen
halokat abrazoltuk. Lathatd, hogy annak ellenére, hogy kiilon-kiilon mindkét tipusu
halonal egybeesik a gdorbék masodik szakasza, a kiilonb6z6 tipusa halok gorbéi nem fedik
teljesen egymast. A skalafiiggetlen halok rendparaméter-gorbéi lassabban kozelednek az
1-hez, nehezebben érik el az egyetlen koaliciobol all6 allapotot. Ezekbdl az

crer

Szerepe van.

6. Kovetkeztetések

Véletlenszertien dilualt és skalafiiggetlen halézatok optimalis klaszterezddését
vizsgaltuk, egy egyszerii Potts-iiveghez hasonl6 modellt hasznélva. A szimulalt hiités és a
sztochasztikus renormalizaciés médszer altal adott eredmények jo egyezést mutatnak. A
globalisan csatolt halékhoz hasonloan itt is észlelhetd a fazisatalakulds, vagyis a
legnagyobb klaszter relativ mérete nulldhoz tart, mikor a pozitiv kotések ardnya kisebb
mint egy kiiszobérték, és egyhez mikor a pozitiv kotések ardnya nagyobb a kritikus
értéknél. Erdekes kiilonbség azonban, hogy ezekben a halozatokban a fazisatalakulds

helye eltolddik, minél kisebb a kdtések atlagos fokszama annal nagyobb a kritkus érték.
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A dilualt halozatoknal és a skalafiiggetlen halozatoknal is azt észleltiik, hogy kiilonb6zd
méretli de ugyanakkora atlagos fokszammal rendelkezd haldzatok rendparaméter gorbéi
pontosan az inflexids pontnal taldlkoznak és a kritikus értéknél nagyobb ¢ értékekre jo
megkozelitéssel egybeesnek. A kiillonbozd strukturaji de azonos atlagos fokszdmmal
rendelkezé halokat Osszehasonlitva ellenben kiilonbség lathatd: a skalafiiggetlen
halézatok rendparamétere lassabban nd, csak nagyobb ¢ értékeknél jut el az egyetlen

koaliciobdl allo allapotba.
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