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A célok ismertetése

Azon nézetiinkkel 6sszhangban, miszerint az ember képes lehet a sziikebb,
belathat6 vilagot megismerni, és érdekeltségi kdrében a meglévd ismereteknek
megfeleléen, valamint az érvényben 1évé megallapodasokat betarva azon életterén, amely
folott elvitathatatlan joggal rendelkezik, pozitiv irdnyu és kozdsnek mondhat6 céljainak
elérésére iranyulo hatékony valtoztatasokat kieszk6zdlni, kivanjuk kutatni jelen esetben
az 0kologia korében értelmezett folyamatokat.

Amennyiben sikerrel jar a tremészeti 6koszisztémakban megfigyelhetd jelenségek
hatékony modellezése valamint hasznosithato eldrejelzések elkészitése, akkor ezaltal
kozvetlen médon, szemléltethetjiik a fent megfogalmazottak miikodési képességét.

Célunk az emlitett természeti 0koszisztémakban a populacio-dinamikak
modellezese, azaz a természeti populaciokok, vagyis €l6lény-eggyiittesek egyedszamanak
iddbeli valtozasainak matemateikai leirdsa.

Célunk szerint toreksziink az egy 0koszisztémaban eggyiitt 1étez6 kiillonbozo
fajok egymadsra vald hatésat, illetve kdlcsonhatasat tekinteni, és az illetd
egyedszamdinamikakat ugyanabba a modellbe integralni egy valdsaghii eredmény
reményében. Azonban, szamitési er6forrasaink erds korlatoltsdga miatt, meg kell
elégedniink olyan modellekkel amelyek csupan néhany fajt képesek tekinteni, noha tujuk,
hogy ezek nem fliggetlenek egymastol. A kapott modellek jelentds leegyszeriisitések €s
elvonatkoztatasok eredményei, amelyek a valosaggal vald hasonldsaguk tekintetében
hasznosak. Igy eltekintiink olyan, egy ¢161ényeggyiittesre nézve sulyos jelentéséggel bird
tényezoktol, mint példaul az iddjaras szeszelyeitdl, az azonos fajhoz tartoz6 egyedek
kiilonb6zdségeitdl, az élettér inhomogén természetétdl, mas dkoszisztémakbdl szdrmazo
hatasoktol, természeti katasztrofaktol, vagy az egyedek természetében bekovetkezo
mindségi valtozasoktol, mint példaul a mutacioktol és az egyedi avagy a csoportos
tanulds okozta modosult viselkedés hatasaitol.

Ezeket a tényezdket lehetdség szerint a megfeleld valosziniiségi valtozokkal
képviseltetjiilk modelljeinkben, igy azoknak sztochasztikus perspektivat kolcsonziink.

Az egyedszamok valtozasainak leirdsadban vagyunk érdekeltek, és azokat
valosziniiségi valtozoknak tekintjiik, ilyenkor ezalatt természetesen a valdsziniiség
adekvatabb, frekvencia, azaz relativ gyakorisag szerinti értelmezését hasznaljuk, amire
empirikus uton kovetkeztetiink.

Modelljeinket sztochasztikus differencialegyenletek formajaban irjuk le. A kapott
sztochasztikus dinamikai rendzereket ezutan kvalitativ vizsgalatoknak vetjiik ala.
Vizsgaljuk ilyen értelemben az illetd dinamikai rendszer egyensulyi ponjainak
stochasztikus stabilitasat.



A populéacié-dinamikai folyamatok modellezésének alternativai

e A determinisztikus Volterra-Lotka modell ismertetése

Feltételezi, hogy a populaci6 folyamatosan taplalkozik és szaporodik, és a hatas
azonnali. A legegyszerubb megkozelitésben bizonyos faj egyedszamanak valtozasa egy
okoszisztémaban exponencialis tlitemii, az

xm =r*X()

dt
detreminisztikus differencidlegyenletnek megfeleléen. Ennek értelmében az adott fajra
nézve, az adott Okoszisztémaban Iétezik egy r novekedési eggylitthato, egy allando,
amely az egy egyedre szamitott reprodukcio intenzitasanak numerikus jellemzdje.
Az el6z6 megkozelités korlatlan egyedszamndvekedést sem zar ki, amit valdsabb
mederbe helyezhetiink, amennyiben feltételezziikk, az illetd 6koszisztémara nézve egy K
allando eltartoképesség 1étezését. Ennek megfelelden a fenti egyenlet igy alkul

dX(t)
dat
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A ragadozo-zsakmany, vagy versengo tipusu modelleket Volterra munkai
vezették be 1926-tol.
Legyen t id6pillanatban X(t) a ragadozo, Y(t) egyedszama. Ekkor N szamu faj esetén a
kovetkezd differencidlegyenlet-rendszer adodik

K(I) _ Za(i’ J) * Xt(”

ax® : —
S (VORI i=1
—=r X,

dt

K(i)

i=1,N esetén, ahol X" azi—ik faj egyedszama a t —ik idopillanatban, K az
okoszisztémanak az i —ik fajra vonatkozoé eltartoképessége, a(i,j) az j —ik fajnak az i —ik
fajra vonatkoz6 hatasat jellemzi.

Az 1948-as Leslie-féle megkozelitésben a ragadozé egyedsiiriisége a ragadozo és
a zsdkmany aranyatol fiigg, ellenben a Volterra altal adott egyenlettel, amely esetben ez
cask a zsadkmany egyedsiiriiségének fiiggvénye.



A kovetkezd abra ragadozd — zsdkmany visszonyban 1év0 két faj egyedszamanak
1d6ébeni alakuldsat szemlélteti. Ebben az esetben a determinisztikus Volterra — Lotka
modellt hasznaltuk két faj esetén. A ragadozd-zsakmany arany ebben a az esetben 45-80.
Fontos megjegyezni, hogy ezen modell szerinti megkozelitésben — ami amugy
konformitasban a valdsdggal ebben a tekintetben — a ragadozénak valamint a
zsakmanynak megfeleld fajok egyedszamanak ardnya fontos jelzdszam ugyan, de
onmagéaban nem meghatarozo, vagyis nem teszi egyértelmiivé a vizsgalt dinamikai
rendszer jovObeli allapotait. Ehez sziikség van az emlitett két faj egyedszamanak pontos
értekeire. Mas megfogalmazéssal, ugyanazon aranyok 1, de kiilonb6z6 kezdeti
egyedszamok esetén a mnegfeleld dinamikai rendszerek palyai nem izomorfak.

Esetlinkben egy bizonyos mértékii nem staciondrius periodicitas figyelhetd meg a
szolgaltatott eredményekbdl.

Kiilondsen érdekes €s nem kiilonben hasznos esetiinkben az adott dinamikai
rendszer stabilitasat vizsgalni.

A leszimulalt esetben a kovetkez6 kétdimenzos esetet tekintettik

dr

d: = ar — [Gry
d .

d_I: = dry — VY

ahol x, jeloli a zsakmany egyedszamat, y pedig a ragadozoét. Az illetd
¢lélényeggyiittesek méretének 1d6 fliggvényében vald valtozasat ilyen modon sikeriilt
dinamikai rendszer formalyaban megfogalmazni, igy az egyedszamamok valtozasa az
1d6tdl csupan az aktudlis egyedszdmokon kerestiil fiigg, vagyis nem attdl, hogy mennyi
1d6 telt el a attol a pilllanattol szamitva, amikor a kezdeti eltételt érvénybe helyeztiik.

Két egyenstlyi pontot tudunk beazonositani a fenti dinamikai rendzerrre
vonatkozodan -

{y=0,2 =0}
I
J__,u'.?!”_fi 1

ahol az elsd allapot az illetd fajok kihaldsat jelenti, - egy trividlis egyensulyi piont.
Ezek a pontok olyanok, hogy a nekik megfeleld allapotokban a fenti id6 szerinti
derivaltak zérusértéket vesznek fel, ezzel garantalva, hogy az id6 folyaman a jovoben
tobbé nem valtozik a vizsgalt mennyiségek értéke.

Megjegyzendd, hogy az 6koldgiai folyamatok — dinamikai rendszerek esetén
inkabb a peridicités tekintetében beallo stabilitas vizsgalandd, mintsem a fentebb
ismertetett. Periodicitas szintjén bekovetkezd stabilitas alakul ki a természetben sikeres
okoszisztémak esetén. Itt a stabilitds hidnya elobb-utobb valamely faj kihalasat
eredményezné. Fontos beltni, hogy a gyakorlatban nem fordul elé determinisztikus



értelemben az efajta stabilitds, hanem inkdbb sztochasztikus szinten. Lgalabbis ez az
egyetlen rendelkezésiinkre 4ll6 matematikai eszkdz, aminek segitségével modellezhetjiik
a természetben megfigyelt folyamatokat.

Ennek megfelelden a kovetkezokben ismertetjiik a sztochasztikus
stabilitdsra vonatkozokat is.

Az egyensulyi pontok stabilitdsat a linearizalas méodszerével tanulmanyozhatjuk.
A fenti determinisztikus differencidlegyenlet-rendszerhez rendelt Jakobi matrix

Ay oxr — ~y

e = [*52 )

A (0,0) pontban szamitott sajatértékek pozitivak, igy ez a pont instabil. Ennek
jelentése az, hogy nem varhat6 egyik faj kihal4sa sem. Intuitive — ha a zsadkmany
szerepében 1év0 faj egyedszama megcsappan, akkor a ragadozok szama is lecsdkken
ennek megfeleléen, mig ezen modell szerint a ragadozdok szdmanak megfeleld
visszaesésével a masik faj mérete megnd, akar korlatlan mértékben, exponencialis
iitemben.

EI:II:I T T T T T T T T T

450

400

340

300

250

200

150

100

a0

|:| | | | | | | | | 1
1900 1910 1920 1530 1940 1950 15960 1870 1830 1950 2000

ragadozo (z6ld) — zsakmany (kék)



e A nemdeterminisztikus VVolterra-Lotka modell ismertetése

Sztochasztikus megkozelitésben az egyedszamok valdsziniliségi valtozoknak
tekintenddk. A determinisztikus Volterra-Lotka modellben szerepld paraméterek
pillanatnyi pontos értétéke tiikroz bizonytalansagot. Ilyen megfontolasbol indokolt az
emlitett paraméterek és egy zaj, adott esetben a Gauss-féle fehér zaj sszegét tekinteni az
eredeti differencidlegyenlet-rendszerben az eddigi paraméterek helyett.

Legyen adott a két fajbol allo 6koszisztéma dinamikéjat leir6 differencialegyenlet-
rendszer

dX
Lo=a*X, +b* X, *Y,

dt

dy

—Lo=c*Y, +d* X, Y,
dt

A paraméterekhez hozzdadva a fehér zajt az populaciddinamikat leird
sztochasztikus differencidlegyenletiirendszer a kdvetkezéképpen alakul

dX, =(a* X, +b* X, *Y,)*dt +(a'* X, +b"* X, *Y,)*dW,
dY, =(C*Y, +d * X, *Y,)*dt+(C*Y, +d'* X, *Y,)*dW,

Itt W, jelentése a standard Wiener folyamat, dW, eszerinti sztochasztikus

differencidlt jelent. A kapott sztochasztikus differencidlegyenlet-rendszer megoldasat az
Euler féle modszer segitségével kozelitettiik meg. Az Euler modszerre sztochasztikus
esetben is bizonyitott a megoldashoz val6 konvergencia, ebben a kdrben sztochasztikus
konvergencia érvényes 1 valoszinuséggel.

A kovetkez0 abra a sztochasztikus Volterra-Lotka modell esetén illusztralja az
illetd sztochasztikus folyamat egy megvalosulasat, Gauss-féle fehér zaj mellett.
Meg kell jegyezniink, hogy sajnos bizonyos koriilmények kozott az X valamint Y
valosziniiségi valtozok megvaldsuldsai negativ értékeket mutathatnak, ami valdtlan
eredményt jelent. Ez az esemény akkor kovetkezik be, amikor a dW, sztochasztikus

differencidl til kicsi értéket vessz fel, ami fokozottan kis valdsziniliséggel ugyan, de
korlatlan mértékben bekovetkezhet a normal eloszlasu valosziniiségi valtozo természete
miatt.

Ezen elkeriilhetetlen probléma miatt kénytelenek vagyunk mas megkdzelitésbol
szemlélni a sztochasztikus modellt. Az 6kologiai folyamatok természete lehetdvé teszi a
szliletési-halalozasi folyamatként valo felfogéast. Gondolunk itt az egyedszamok
értékeinek diszkrét természetére, amit a folytonos modell nem volt képes figyelembe
vennié valamint az egyedszamvaltozasokat leirni tudo6 véletlen bolyongasnak megfeleld
sztochasztikus folyamatokra. A valasztott modell a folytonos idejii sziiletés-halalozasi
folyamat. Besorolasat tekintve folytonos idejii Markov lanc megszamlalhatoan végtlen
sok allapttal. A valdsziniiségi valtozok felvett értékei természetes szamok.
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Egyenként a sziiletési valamint a haldlozasi folyamatok valtozo paraméterre, itt
sziiletési illetve haldlozasi valdsziniiségintenzitasok.

A Volterra - Lotka modellt igy atértelmezhetjiik és finomithatjuk, ugy, hogy
sziiletési illetve haldlozasi valdsziniliségintenzitasokat a determinisztikus modellben
kifejezett dinamika elvét hasznaljuk fel a tovabbiakban is.

Jeloljiik a sziiletési és halalozasi valdsziniiségintenzitdsokat A illetve u.

Ekkor legyen
ﬂ(i)(t) =g * Xt(i)
/J(i)(t) =p® * Xt(i) + i(c(i,i) * Xt(j) ® gl * Xt(i) * th)
=1

Ahol a bevezetet miivelet szekektiv kiilonbséget jelent.
A paraméterek jelentését az alabbiak magyarazzak



a- azegy fore esd sziiletési mutatd
b- az egy fore esd haladlozasi mutatod
c- aragadozdk egy fore esO fogyasztasi sziikségletét fejezi ki, az indezek szerint az
i-k fajnak a j-ik faj egyedeire vonatkozoan
d- i-k fajnak egyedeinek a j-ik faj egyedeivel valo taldlkozdsadnak hatdsat muattja az
elébbire vonatkozdan
N- jelentése az 6koszisztamaban eggyiitt €16 fajok szama
Tovéabba K(i) jelenti az 6koszisztéma eltartoképességét az iiiik fajra vonatkozoan
Az emlitett bevezetett uj muvelet megvalositasa, kiilonbséget képeziink, ha az eredmény
pozitiv lenne, vagy 0-at, kiilonben.
t- valtozik 0-tol vegtleneig
A folyamat szimulalasa esetén kitétel, hogy amnnyiben az egyedszam elérte az
eltartoképességet, akkor a sziiletési valosziniliségintenzitas 0- t kell eredményezzen.

Egy lehetséges megvalosuldst mutat a sziiletési illetve halalozasi folyamatra vonatkozdan
abra
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Analitikus formaban a kovetkez6 eloszlasokat tekintsiik



o1 0 1 0
®)= A0 *dt \1- A *dt ) | ) *dt \1— (t) * dt

sztochasztikus differencidlegyenletet kapunk minden I értékre 1 és N kozott.

A kovetkezd abra a Hudson 6bdlbeli canadai hiuz azaz lynx canadensis
Valamint Hudson 6bdlbeli nyul, azaz lepus americanus egyedszamanak valtozasat
mutatja
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A szuletes halalozas leszuimulalva
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