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Bevezeto

Kutatasunk célja a hémozgasra érvényes skalatorvények és egyéb altalanos torvényszerliségek
vizsgalata. Vizsgalni fogjuk a hdmozgas altal gerjesztett Brown mozgast végzd részecskék mozgasai
kozti korrelaciokat is, amely tudomasunk szerint egy eddig nem tanulméanyozott jelenség. Illyen
szempontbdl a mar klasszikusnak veheté eredmények reprodukalasa mellet, kutatasainknak egyéni

eredményei is vannak.

A Brown mozgas torténete

A hémozgast végzo részecskek véletlenszerii, kaotikusnak tiiné mozgasara igaz, hogy az elmozdulés
nagysaga aranyos a mozgas idejének gyokével:
d = Cvt, 1)
ahol a C aranyossagi tényezot a részecskék mérete hatarozza meg.
A Brown mozgas jelenségét az angol botanikus, Robert Brown fedezte fel 1827-ben. Brown a
Kisérletei soran vizben szuszpendalt viragporszemcséket vizsgalt mikroszkop segitségével.

Munkassaganak a fizika szempontjabdl 1év0 fontossaga az, hogy kisérleteivel eldszor sikeriilt kozvetett

bizonyitékot szolgaltatnia a h6mozgas jelenlétére. [1]

i

1. Abra. Robert Brown.(http://imgc.allpostersimages.com/images/P-473-488-90/38/3804/JXVIFO0Z/posters/portrait-

of-scottish-botanist-robert-brown.jpg)
Marian Smoluchowski és Albert Einstein a 20. szazad elején egymastdl fuggetlenil dolgoztak ki
elméletet a Brown mozgés leirdsara. [2]. Einstein az 1905-ben kiadott elsé cikkében valdsziniiség

szamitasi eszkozokkel, a kinetikus gaz- és folyadékelméletet felhasznélva irja le a jelenséget. A



cikkben szereplé magyarazat szerint a mozgas a fluidom molekulainak hémozgasaval kapcsolatos. A
mikromeéter nagysagu részecskék kaotikus mozgésat a fluidum molekuldkkal valé folyamatos Utkdzés
eredményezi. Egy viz molekula mésodpercenként atlagosan 10" litkdzést szenved. Tehat még ha a
leggyorsabb videdkameraval is kovetjuk a rendszer fejlodését, két egymas utani képkocka kozott
minden részecske tobb millié (tkdzést szenved. Ezek alapjan az egymas utani képkockak kozti
elmozdulasait a részecskéknek, tekinthetjik egymastol fliggetlen eseményeknek.

Az emlitett elmélet alapjan az (1) osszefuiggésben szereplé C ardnyossdgi konstans fiigg a
részecskék méretétél. Kétdimenzidban az elmozdulas négyzetének az atlagértekére igaz az Einstein-

Smoluchowski 6sszefiliggés:

<r?>=2T4 = 4pe, )
6mna

ahol k a Boltzmann-allandd, T a fluidum hémérséklete, n a fluidum viszkozitasi allanddja, a a Brown

mozgast végz6 részecske sugara. A (2) 6sszefiiggésben szerepld

kT
~ 6mna

alland6 az ondiffuzids allando.
Osszehasonlitva az (1) és a (2) 6sszefliggéseket kovetkezik, hogy:

d=v<r2> 3)
_ | 4kT
¢= 6mna (4)

A (3), (4) dsszefliggések alapjan belathatd, hogy az elmozdulés forditottan aranyos a részecskék
sugaranak négyzetgyokével.

A (2) osszefliggés helyessegét Jean Perrin igazolta kisérletileg1908-ban és elséként talalt modot az
Avogadro szam Kisérleti Uton torténé meghatarozasara. Ezért a munkajéért 1926-ban fizikai Nobel-
dijat kapott [3].

A kisérleti berendezés és a kisérletek menete

A Brown mozgas tanulmanyozasara szolgalo kisérletek soran két kiilonb6z6 esetben vizsgaltuk a
mikrométer nagysagu részecskek mozgasat, viszont csak az egyik esetben kaptunk elegendé adatot
ahhoz, hogy a jelenséget statisztikailag elemezni tudjuk. Az elsé esetben vizben oldott, sotét szinti
vizfesték részecskéit figyeltik meg a mikroszkdpon keresztil. Masodik esetben flistkamraba

fecskendezett fust részecskéinek mozgasat figyeltik meg.



A kisérlethez szlikséges kellékek (lasd 2. abra):
e CCD-kameraval felszerelt fenymikroszkop (1)
e SzZAMItdgeép (2)
e Dpipetta (3)
e Berzelius pohér (4)
o targylemezek (5)
o flistold (6)
e z0ld lézer (7)
e fecskendé (8)
e fistkamra (9)

(5]

(9]

2. abra. A kisérleti berendezés kellékei: (1) CCD-kameraval felszerelt fénymikroszkop, (2)
szamitogep, (3) pipetta, (4) Berzelius pohar, (5) targylemezek, (6) fiistol6, (7) zold 1ézer, (8)
fecskendo, (9) flistkamra.
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Attol fuggetlenil, hogy milyen mintat akarunk vizsgalni, a kisérlet elsé 1épése ugyan az. A
mikroszkdpot a szdmitogéphez csatlakoztatjuk. Egy a szamitdgépre telepitett program segitségével a
képernyén megjelenik a mikroszkép kamerdja altal készitett kép (lasd 3. és 4. abra).

3. abra. A CCD-kameréval felszerelt mikroszkdp altal a szamitogépen megjelenitett kép vizfestékes

viz vizsgalata esetén.

4. dbra. A CCD-kameraval felszerelt mikroszkdp altal a szamitogépen megjelenitett kép

fustkamréba zart flst vizsgéalata esetén.

Az elvégzett kisérletek a masodik lépésben kiilonboznek egymastol. A mikroszkép altal rogzitett
kép szamitogépen vald eléhivasa utan a vizsgalandd anyag el6készitése kovetkezik.

A folyadék fazist minta esetében egy Berzelius poharban sotét szinli vizfestéket oldunk fel vizben
(fluidumban). Az igy kapott festett folyadékot pipetta segitségével rahelyezziik a mikroszkop



targylemezére, majd egy vékony fedélemezzel lefedjik. igy a két liveglemez kozott vékony vizréteg
alakul ki.

A fustkamraval végzett kisérlethez egy egyszerii illatosito fiistold flistjét hasznaljuk. A dugattyt
nélkiili fecskend6t a meggyujtott flistolo folé tartva fogjuk fel a fiistot. Amikor a felfogott fust mar elég
stiri, a dugattya segitségével lezarjuk a fecskend6t. Ezek utan a fecskend6 tartalmat a flistkamrara
szerelt vezetéken keresztll a kamréaba fecskendezziik, majd lezarjuk a rendszert. A flsttel telt kamrat a
mikroszkop alé helyezziik. Mivel a fiistkamra ablakai a fels6 és az oldalso részein vannak, igy alulrol
nem vilagithatd at a mikroszkop fényforrasaval. Ezért ebben az esetben a kamrat az oldals6 ablakan
keresztul vilagitjuk meg egy lézer segitségével. A lézerfény a flistrészecskéken szérddik, tehat mineél
stiribb a kamraba zart flst, a mikroszkopon keresztul latott kép annal vilagosabb.

Miutdn a mintat behelyeztik a mikroszkop objektive ala, a beéllitdsok kdvetkeznek mindkeét
esetben. Ilyen beallitds példaul a fokuszalas, vagy a fényeré szabalyozdsa. A megfeleld beallitdsok
elérését nagyban megkonnyiti, hogy a szamitégép képerny6jén lathaté a mikroszkop altal kozvetitett
kép. Ha a kijelz6n megjelend kép ¢éles elkezdhetiink videot késziteni. A video rogzitése szintén része a
szamitogépre telepitett programnak.

Fontos megjegyezni, hogy a vizfesték részecskéket 600-szoros, mig a fustrészecskéket 400-szoros
nagyitassal figyeltik meg.

Az el6z6ekben leirt folyamat segitségével kiilonboz6 mintakat megvizsgalva tobb videdt készitlink
a jobb statisztika elérésének érdekében.

A telepitett program segitségével bedllithatjuk a készitett vided masodpercenkénti képkockainak
szamat. Ez a beallitas azert fontos, mert a program, amivel az adatokat feldolgozzuk a video
képkockairol egyenként szliri ki az informaciot és a mozgas idébeli fejlédésének pontos

meghatarozasadhoz sziikségiink van a két képkocka felvétele kozott eltelt idore.

Az adatok feldolgozasa

Az adatok elsédleges feldolgozasa egy Python programozasi nyelvben irt kod segitsegével torténik. Az

altalunk hasznalt elemzdéprogram funkcioinak részletes leirasa megtalalhato az Interneten [4].



Az elemzés soran hasznalt program beolvassa az altalunk készitett vided képkockait, majd sorra
mindegyik képkockan megtalélja a folyadékban feloldott festékrészecskéket, vagy a kamraba zart fiist
részecskéit (lasd 5. abra) és mindegyiket egy szammal azonositja.
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5. bra. A Trackpy Python csomag segitségével detektalt festékrészecskék.

Az azonositads soran a program meghatarozza a részecskék 2 dimenzidbeli koordinatajat (x, y),
méretét (size), fényességet (élességét) (mass), excentricitasat, azaz az alakjat (ecc). A szamokkal
azonositott részecskéket végigkdveti megadott szaml képkockan keresztiil és mindenik képkockan
meghatéarozza kilon minden részecskére az felsorolt adatokat. A részecskék mozgasanak ismeretében a
Python csomag képes az esetleges drift mozgas (folyadékaramlas) észlelésére es kikiiszobolésére. Az

elemzés befejeztével a kapott adatok egy széveges fajlba mentédnek el (lasd 1. tAblazat).

X y particle size mass frame ecc
0 298.373 | 19.5477 2 | 2.55051 | 2451.8 0 | 0.07104
1 348.789 | 70.4716 8 | 2.61849 | 2155.48 0 | 0.08024
2 95.6975 | 104.223 17 | 2.50192 | 2218.11 0 | 0.10654
3 206.432 | 117.995 18 | 2.85318 | 3556.75 0| 0.01841
4 390.45 | 128.255 21| 2.73156 | 3009.89 0 | 0.04678
5 461.158 | 138.946 24 | 2.84279 | 3006.01 0| 0.13798

1. téblazat. A Trackpy csomag segitségével elmentett adatok.

Eléfordulhat, hogy egy részecske nem jelenik meg a vide6 mindenik képkockdjan, igy vannak
olyan részecskék, amelyekrél csak néhany adatot rogzitiink. Ez az oka annak, hogy a fisttel végzet
kisérletbdl kevés adatot képes kinyerni a program. A flistkamra fliggdleges (itt a mikroszkop

fokuszsikjara merdleges irany) iranyu mérete viszonylag nagy, ezért a véletlenszerti mozgast végzo



flstrészecskék ugyanigy mozoghatnak a fokuszsikra merdleges, mint azzal parhuzamos iranyban.
Ennek kovetkeztében rovid id6 alatt kimennek a mikroszkép fokuszsikjabol, igy a mozgasuk csupan
néhany képkockan kisérhetd végig.

A mentés utan az adatokat egy masik program segitsegével dolgozzuk fel. El6szor kisziirjiik azokat
a részecskéket, amelyeket hasznalunk az elemzés tovabbi részében, vagyis azokat, amelyek kevesebb
adatot szolgéltattak, mint a maximalis adatszam 10%-a. A sziirés utan maradt adatokat egy masik
szoveges fajlba mentjik el. Ezeket az adatokat tovabbi szempontok szerint szirjiik annak
fliggvényében, hogy mit szeretnénk vizsgalni. llyen szempontok a részecskemérettel kapcsolatos
mennyiségek (size, mass), vagy az egymastol mért tavolsag. A méret szerinti szlirésre azért van
sziikség, hogy nagyjabol azonos méretii részecskéket kapjunk, mivel a részecskék mozgékonysaga
méretfiiggo.

Az adatok feldolgozasa el6tt négy darab korulbelll 7 perces videot készitettiink kiilonb6zé mintak
felhasznalasaval. Az altalunk hasznélt beallitasok mellett a részecskéket azonositd program atlagosan
100-120 fiistrészecskét azonositott, de mivel ezekrél egyenként kevés adatunk volt, nem folytattuk az
elemzést.

Vizes proba esetén az els6 program képkockanként atlagosan 80-100 részecskét azonositott, annak
fliggvényében, hogy mennyi festék volt feloldva a vizben. Eredményként 3000 képkockara 6sszesen
8207 kiilonb6z6 részecske keriilt azonositasra. A kapott adatcsomagot a részecskék mérete (size)
szerint sziirtiik meg, csak azokkal a részecskékkel dolgozunk a tovabbiakban, amelyek mérete 20%-nal
kisebb eltéréssel az atlagos érték koril van. A 8207 részecskébdl a sziird program segitségével 86
részecskét valasztottunk ki.

A kapott adatokat felhasznalva egy abrdzold program segitségével kirajzolhatd kilén minden

részecske trajektoriaja (palyagorbéje)(lasd 6. abra).
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6. abra. Egy festékrészecske trajektériaja (palyagorbéje) a piros pontbdl indulva.

A Brown mozgasra érvényes skalatérvény megindoklasa

A Brown mozgasra a legegyszerlibb modell a véletlenszerli bolyongas egy homogén réacson.
Tekintsink egy d dimenzids racsot, melynek egyik pontjat kinevezzik origonak. Ezen a ponton d
szamu, egymasra mer6leges tengely halad at. A racspontok kozotti tavolsag allando, ezt a tavolsagot
racsallandonak nevezziik. igy minden racspont kézvetlen szomszédsagaban 2d darab racspont van. A
véletlenszeri bolyongas abbdl all, hogy egy képzeletbeli részecske az egyik racspontbol kiindulva
véletlenszeriien 1éphet racspontrol racspontra, ugyanolyan valoszinliséggel minden iranyba.

Az elvégzett kisérlet esetén a Brown mozgast kétdimenzids racson (d=2) valo véletlenszerii
bolyongassal modellezziik. Arra a kérdesre kerestink valaszt, hogy milyen tavolsagra lesz a részecske a
kezd6ponttol N 1épés utan.

Targyaljuk elészor a jelenséget egydimenzios mozgas esetén, majd altalanositunk a d=2 esetre. Ha
két csomopont kozotti tavolsagot egységnyinek tekintjik, a részecske egy lépésének az értéke lehet
+1, vagy -1 azonos valosziniiséggel. Jeloljuk P(N,k)-val annak a valosziniiségét, hogy az origobol
kiindulo részecske N darab Iépés utan a k rcspontba jut. A P(N,k) a kovetkezo feltételek mellett nem
lehet nulla:

e k€{-N,-N+1,..,N—1,N}

e ha N paros, k is paros kell legyen, ha N péaratlan, k is paratlan.
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A P(N,K) valOsziniiséget az értelmezés alapjan szamitjuk ki
Wit

ahol Wk az N l1épés alatt megvalosithatd trajektoriak szama, amelyek végpontja a k koordinataju

pontban van és W) az N darab Iépéssel megvalosithatod dsszes trajektoriak szama. Belathaté hogy d=1
esetben, mivel minden Iépésnél két lehetséges valasztas van:

Wy = 2V, (6)

Tetelezziik fel, hogy P(N,k) nem nulla és k > 0. A k < 0 eset hasonldan targyalhatd. Ahhoz, hogy a

’ ;s . vy . N+k L Nz z e
részecske N lépes utan a k koordinatdjua pontba jusson n, = —— Szaml Iépést kell tegyen pozitiv

- B N-k s oMz s sy . . ‘ .
irdnyban és n_ = —— szam(l [épést negativ iranyban. Ez 6sszesen Cls,n”felekeppen teheté meg. Ezek

alapjan:
& NI
Wk =c : 7
U P (G =2 “
A (6) és a (7) dsszefliggések alapjan a keresett valosziniiség logaritmusa:
In[P(N, k)] = In(W) — In(Wy) = In(N") — In [(”*") ] In [(—)l] NIn(2) (8)

Abban az esetben ha N >> 1 és k << N, az (8) 6sszefliggésben a megfelelé helyen alkalmazhat6 a
Stirling-képlet:
In(n!) = nin(n) —n+ %ln(Znn)

A sz&mitasok elvégzése utan kapjuk, hogy:

N+k+1 N—-k+1

In[P(N, k)] = In|1+%| - In|1 -] =2In(m) +3 In(N) 3 In(2) 9)

A k << N esetben alkalmazva a Taylor-féle sorbafejtést:

Inf14—|~——-==+

hil-—=|~r~——"

Behelyettesitve ezen értékeket a (9) dsszefliggésbe, azonnal adodik:

2 2 1
In[P(N, k)] = _W_i_ N ln(—)
Figyelembe véve, hogy N >> 1, a fenti egyenlet jobb oldalanak méasodik tagja elhanyagolhato az

els6hoz viszonyitva, amibdl kdvetkezik, hogy:

k2
P(N,k) =~ \/% e 2N (10)
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Azonnal lathato, hogy N—co esetben a fenti valosziniiség normalt, vagyis
Yy PN k) =1 (11)
Mivel P(N,k) rogzitett N mellett csak minden masodik egész k értékre lesz nullatol kiilonbo6z6, az
N—oo esetben felirhato, hogy:
S PIN,K) ~ 2SNy P(N,k) ~ 2 [* P(N,x)dx.
Mivel
fjoooe‘xzdx =/,

a normaltsag azonnal ellendrizheto:

x2

%fjoooP(N, x)dx = ffoooﬁe_ﬁdx =1 (12)
A (10) valoszintiségb6l az N 1épés utani atlagos koordinata megkaphatd, mint:
<k >y= Yy kP(N, k) =§ff°oo xP(N,x)dx = 0

Belathatd tehat, hogy a megtett tavolsdg atlagértéke a lépések szamatol fliggetlenul 0. Ezért
< k >, mennyiség nem jellemzi azt, hogy az N lépés utan a részecske atlagosan milyen tavolsagra jut
el az origotol. Ennek jellemzésére a

< k2 >y= Ty k2PN, k) = [ x2P(N,x)dx = N
mennyiséget, vagy ennek négyzetgyoket
J<k?>y=VN (13)
hasznaljuk.

Elmondhatjuk tehat, hogy az egydimenziés bolyongas soran a részecske altal megtett atlagos
tavolsdg aranyos a megtett Iépések négyzetgyokével. Az altalunk végzett kisérlet esetén a lépések
szdma a video6 képkockainak szamaval aranyos, ami meg az id6vel aranyos.

Kétdimenzids bolyongas esetén minden racspontbdl a négy szomszédos racspont mindenikébe
ugyanakkora valdsziniiséggel 1épiink. Az el6z6 esethez hasonldan itt az < r? >, mennyiség érdekel.

Mivel minden iranyba egyforma valdsziniiséggel mozoghat a részecske, az N darab 1épést feloszthatjuk

g darab x és ugyanennyi y iranyu lépesre. Felhasznédlva a d=1 esetben bizonyitott 6sszefiiggést, az

< r? >, mennyiség a kovetkez6 féleképpen alakul:
<r2>N=<x2+y2>N=<x2>%+<y2>%=g+g=N. (14)

A d=2 esetben kapott skalazas megegyezik a d=1 eset eredményével [5].

12



Kiserleti eredmeények

I.  Skalatérvények a Brown mozgasra a Kisérletek alapjan

Egy altalunk irt Mathemathica program segitségével az el6zéekben kiszirt adatokat hasznalva
igazoltuk, hogy a Brown mozgasra igaz a fentiekben targyalt skalatorvény.

A megirt program atlagolja a részecskek megtett tavolsagait. Mindegyik részecskére kiszamolja a
kezdeti helyzetét6l megtett tAvolsagat tiz képkockanként. Az igy kapott tdvolsdgokat részecskénként
atlagoljuk, majd abrazoljuk a kapott atlagos tavolsagokat az id6 (képkockak sorszamanak) a
fliggvenyében.

Szemléltetésként a tavolsagok atlaganak logaritmusat abrdzoljuk a megtett [épésszam
logaritmusanak fliggvényében. Az eredményként kapott adatokra az (1) egyenletben szerepld
fuggveényt illesztiink, melynek iranytényezdje megadja a fennebb emlitett skalatorvényben az id6
hatvanykitevdjét.

A mérést 86 részecskére, illetve 1500 Iépésre elvégezve az alabbi 7. abran szerepl6 adatokat és a
rajuk illesztett egyenest kapjuk.

log(average distance)
ol P
30 = 1
[ s>

207 -~
N ,,/'
1.5+ ./,/""’
: f’/
1.0 2
0.5+
(J_(): T P N T L log(frame number)
3 4 5 6 7

7. &bra. A mérések soran kapott adatok abrazolasa logaritmikus skalan. A piros pontok a mért adatok

atlagai, a kek egyenes az adatokra illesztett fuggvény.
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A fent emlitett adatok alapjan logbinelt abrat is készitettlink (8. abra). Erre az abrara illesztett

fuggvény pontosabb értéket ad az id6 hatvanykitevéjére és a skalatorvényben szereplé C llandora is.

log (average distance )
5.

-

[ R]

, e+ log (frame number)
0 2 4 6 g 10

8. bra. A mérések soran kapott adatok alapjan készitett logbinelt abra. A piros pontok a mért adatok

atlagai, a kék egyenes az adatokra illesztett hatvanyfiiggvény.

A fliggvény illesztésébdl a tavolsag-ido skalazas hatvanykitevoje
a = 0.502, (15)
amely jo kozelitéssel megegyezik a vart 0.5-6s értékkel.
Ebben az esetben a skalatorvényben szerepldé C allando értékére pedig a
C=e%~0,82 (16)
értéket kaptuk.

1. A skalatorvényben szereplo aranyossagi konstans fiiggése a
részecskék méretétol

A Kkisérlet ezen részében azt szeretnénk igazolni, hogy a részecskék altal egy adott id6 alatt megtett
atlagos tavolsag forditottan aranyos a sugaruk %—dik hatvanyaval.[3] Ehhez sziksegink volt a

részecskék méretiik szerinti csoportositasara és szlirésére. Ebben az esetben a részecske azonositd
program altal értelmezett, mérettel kapcsolatos mennyisegek koziil a témeg (fényesség, élesség) szerint

sziirtiik az adatokat. Azért célszerlibb ezt a mennyiséget venni figyelembe, mert ezen értékek szdrasa
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joval nagyobb, mint a size szorasa. A mass egy reszecskesugarral aranyos mennyiseg, aminek értékei
ezres nagysagrendiiek, koriilbeliil 2000-t61 5000-ig terjednek. Az erre a célra irt program egymast
metsz6 csomagokba osztja szét a részecskéket, igy el6fordulhat, hogy egy részecske tobb
adatcsomagban is szerepel.

llyen felosztast alkalmazva mindenik csomagba elég sok adat kerllt ahhoz, hogy statisztikailag jo
eredményt kapjunk. A besorolas utdn egy masik program kitorli azoknak a részecskéknek az adatait a
csomagokbdl, amelyek nem tesznek eleget a kovetkez6 két feltételnek:

2mass) 04, (17)
<mass;>n
n > 30, (18)

ahol o(mass;) és < mass; > a tdmeg szbrasa, illetve atlagos értéke az i. részecske esetén, n pedig
megadja, hogy az adott részecske hany képkockan jelenik meg.

A skalatérvényben szereplé C konstans tanulmanyozasara a részecskék altal megtett tavolsag
idofuggését igazold programot tovabb fejlesztettiik. Ezen program segitségével mindenik részecske
csomag esetén elkészitettiik a fentihez hasonl6 logbinelt &brat (8. abra), annyi valtoztatassal, hogy most
a kapott logaritmikus értékekhez feles iranytényez6jli egyeneseket illesztettink. Igy egymassal
parhuzamos egyeneseket kaptunk, melyek az OY tengelyt kiilonb6z6 pontokban metszik. Ezek a
metszéspontok az (1) Osszefiiggésben szereplé C allandok logaritmusai. Az igy kapott értékeket
abrazoltuk a nekik megfelel6 csomagban 1évé részecskék atlagos fényességének (témeg) logaritmusa
fuggvényében. Az kapott dbrahoz egy egyenes illeszthetd, aminek az iranytényezéje megadja, hogy a
skalatorvényben szerepld konstans hogy fiigg a részecskék méretétol.

Tobbféle szlirésre is leellendriztik és mindenik esetben jO kozelitéssel azt kaptuk, hogy a
részecskék mozgékonysaga forditottan aranyos a részecskék méretének négyzetgyokével.

A 9. abran bemutatott eredményt 10000 képkocka vizsgalata soran nyert adatok elemzésébél
kaptuk. Ebben az esetben azok a részecskék keriltek ugyanabba a csomagba, amelyek fényessége
kevesebb, mint 600 értékkel tért el egymastdl. Az intervallumok, amelyek szerint a felosztas tortént
500-as tomegértekkel metszik egymast. Kisziirtiik azokat a részecske csomagokat, ahol kevés adat volt

és igy a 27 csomagbol 14 hasznalhaté maradt, amibél a 9. abran feltlintetett értékeket kaptuk.
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log (C)

log (timeg )
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9. abra. A kiilénb6z6 atlagméretii részecskecsomagok esetén kapott C allandé értékek logaritmusai.

A kék egyenes a kapott adatokra illesztett fliggvény.

A kapott adatokra illesztett egyenes iranytényezdje
a = —0.503, (19)

ami j6 kozelitéssel egyezik az Einstein-Smoluchowski 6sszefliggés alapjan vart skalazasi exponenssel.

I11. Korrelacio a részecskék véletlenszerii mozgasaban

Az all6 fluidumban 1év6 mikrométer méretii részecskék mozgasat egy eddig még nem térgyalt

szemszogbdl vizsgaltuk, tanulmanyoztuk a részecskék mozgasainak a korrelaltsagat.

A Korrelacié az egylttes valtozds mértéke, aminek erdsségét egy korrelacios egyitthatdk
segitségével jellemezhetjik.

Vizfestékrészecskék Brown mozgasa esetén a korrelacié tanulmanyozaséara a Pearson korrelacids
egyutthatot [6] hasznaljuk (r). A Pearson korrelacios egyiitthaté egy dimenzié nélkili mennyiség, ami
két valtozo lineéris kapcsolatat jellemzi. -1 és 1 kozotti értékeket vehet fel. r = —1 és r = +1 esetén
teljes negativ, illetve pozitiv korrelaciordl beszélink. Ha az r értéke 0, nincs linearis kapcsolat a
valtozok kozott. A korrelacios egydtthatd nem egész értékei nem teljes negativ (r < 0), illetve pozitiv

(r > 0) korrelaciot jelolnek. Ertelemszertien a nulldhoz kozeli érték gyenge, az egyhez kozeli pedig
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erdsebb korrelaciora utal.

Két egyenként n elemet tartalmaz6 sorozat (x, y) esetén a Pearson korrelacios egyutthatot a

kovetkez6 képen értelmezzik:

 <XY>p—<X>p<y>p
on(xX)on(y)

, (20)
ahol < x > és < y > az x illetve y sorok elemeinek atlagat, a(x) és a(y) pedig a szérasét jeldli. [6]
A (20) 6sszefliggés irhatdo még a kovetkezd alakban is:

nZlTleiYi—Z?:lxiZ?:lJ/i (21)
\/n ixi—(, xi)z\/n S vi—Clvi)?

T =

A Brown mozgas esetén a korrelacio tanulmanyozasat megneheziti az a tény, hogy a korrelacio
erésége tavolsagfliggd és a részecskék egymastdl mért tavolsaga iddben nem allando6. Ezt a problémat
ugy oldottuk fel, hogy az egymastél mért tdvolsaguk szerint a részecske parokat | hosszusagu binekbe
csoportositottuk. Mindenik par esetén kiszamoltuk az r értékét és a bineken belil atlagoltuk azt. Az
atlagolt r értékeket a nekik megfeleld binekben 1év6 részecske-részecske tavolsdgok atlaganak

fuggvényében abrazoltuk.

A kisérletb6l nyert adatok elemzésének ezt a szakaszat két 1épésben végeztiik el. Egy program
segitségével a meglévo szliretlen adatokbdl a kovetkezd képen gyartottunk fajlokat. Lerdgzitettiink egy
n ertéket, ami azt adja meg, hogy hany képkockanként figyeljik meg a rendszer allapotat. Majd n
Iépésenként haladva a képkockakon az 0sszes k, h részecskeparra meghataroztuk a sziikséges adatokat
és ezeket tablazat formajaban egy Uj allomanyban mentettiik el (2. tablazat). A tablazat els6 oszlopaban
az i. megfigyelt képkocka sorszama szerepel. A masodik és harmadik oszlopok az els6 (k), illetve a
masodik (h) részecske azonositojat tartalmazzak. A kovetkezo négy oszlop a k es h részecskék n frame
alatti x, illetve y iranyld elmozdulasait tartalmazzak (dxg, dxn, dyk, dyp). A hetedik oszlopban a két
részecske i. és i+n. képkockakon vald tavolsaganak atlaga szerepel (rxn). Egy képkockan az 1y, (i)

tavolsdg megadhatd, mint:

1en (@ = G (D) — 2, (D)2 + (e (D) — (D)2 (22)
Ezt felhasznalva kapjuk, hogy:

Tin = rkh(i)"';kh(i"‘n)’ (23)

Mig az utolso két oszlop a részecskék méreteit (tdmegét) tartalmazza (mg, my).
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i k H ka dXh dyk dyh l'kh Mg mp

0 | 18 | 27 | -0.12114 | -0.49267 0.000359 0.102325 | 27.21504 | 3556.753 | 2181.827
0|18 | 29 | -0.12114 | -0.48476 0.000359 -0.06116 | 37.22417 | 3556.753 | 2199.969
0 | 27| 29 | -0.49267 | -0.48476 0.102325 -0.06116 | 20.69108 | 2181.827 | 2199.969
0 | 50 | 59 | 0.396542 | 0.114007 -0.05441 -0.02926 | 29.04001 | 2084.204 | 2877.281
0 | 62| 65 | 0.707872 | 0.830279 0.06595 0.723793 | 37.09615 | 4389.571 | 2647.047

2. tblazat. Az adatfeldolgozas soran készitett tablazat. i - frame number; k -, h - elsé és masodik
részecske indexe; dx -, dxy -, dyk -, dyn - a k és h részecskék n frame alatti x, illetve y irdnyu
elmozdulasai; ry, - a két részecske kozti atlagos tavolsag az i. és az i+n. frameken; my -, my-ak és h

részecskék tomegei.
Ezzel az eljarassal tiz kiilonboz6 allomanyt készitettiink, amelyek esetén az n ertékei rendre
1,2,...10 voltak.

Ebben az esetben a véltozok, amelyeknek tanulmanyoznunk kell a kapcsolatat, a részecskék

helyzetvektorainak valtozasai:

dre (D) = (e (i + 1) = % (D)7 + (e + 1) — y (D], (24)
drn (D) = (xp (i + 1) = %, (D)L + (Yu (i + 1) — ¥, (D)7, (25)

= sz

vizsgaltuk. Mivel a korrelacio csak kis tavolsagokon tapasztalhato, az el6zéleg legyartott fajlokbol
kitorlltok azokat a sorokat, amelyek esetén az ry, értéke nagyobb volt, mint 40. Az igy kapott, joval
kisebb adathalmazzal 1ényegesen gyorsabban tudtunk dolgozni. A program a (21) dsszefliggés alapjan

hatarozza meg az r értékeit. Ebben az esetben ez a kovetkez6 képen alakul:

_ <dripdrp>n—<|dri|>n<|drp|>n
on(|d@rel)on(|dral) ’

(26)

ahol n azon kepkockak szama, amelyen a k és h részecskek egyszerre megjelennek. Kifejtve a (26)

Osszefliggésben szerepld kifejezéseket, megjelennek a 2. tdblazatban elmentett mennyiségek.
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< dridry, >n= = Y1, (dxie dxy, + dydyn,), 27)

- -5 1 1 1 1
< |drk| >Tl< |drh| >‘l’l: ;(2?:1 dxki);(2?=1dxhi) + ;(Z{L:l dyki);(Z?zldyhi)!

- 1 1 1 1
Un(|d7”k|) = \/;Z?ﬂ(dxki)z + ;Z?ﬂ(dJ’ki)z - (; ) dxki)z - (;Z?:l d)’ki)z,

on([@r]) = [EEIa () + 2T Ay )? = G By dn)? = CERy )2

Azokra a részecske parokra atlagoljuk az ry és a kapott r értékeket, amelyek esetén az ry, egész

része megegyezik. Igy az adatoktol fiiggéen maximalisan 40 értékpart kapunk. A még pontosabb

r(t-1)+r@)+r(t+1)
3

eredmeny érdekeben az {ry,, } pontokat abrazoljuk, ahol t a binek sorszamat jeloli.

3000 képkockabdl nyert adatcsomag feldolgozéasa soran a 10. &bran lathaté eredményt kaptuk.
Ebben az esetben a képkockakon egyenként haladva (n=1) azonositottuk azokat a részecske parokat,

amelyek tavolsaga kevesebb mint 40 tdvolsag egység volt.

Correlation coefficient

015 |
0.0

006

S 2 N o e . Particle distance
15 0 N x5 B0 NB~, D0

10. dbra Az r korrelacios egyutthato értéke a részecskék tavolsaganak fliggvényében.

A kapott eredmények azt mutatjak, hogy a kozeli részecskék mozgasaban pozitiv korrelacio
tapasztalhatd. Lathatd, hogy a korrelacio er6sége ndvekszik a részecskék kozti tavolsag csokkenésével.
Nulla tavolsag kornyékén a korrelacids egyutthatd értéke 0,2 korili. A tdvolsadg novekedésével ez az
érték a nulldhoz kozelit, miszerint nagy tavolsagokon a korrelacio elhanyagolhatdé. A korrelacio
hatotavolsagara kapott érték megkozelitdleg 20 tavolsag egység a program altal értelmezett skalan. Ez

az érték méterben kifejezve hozzavetSlegesen a 10 m tartomanyba esik.

Vizsgaltuk a korrelacio erdsségének a részecskék méretétdl valo fiiggését is, de mivel ebben az

19



esetben a részecskék méretei azonos nagysagrendiiek, a mérettl valo fiiggés nem volt kimutathato.

Kovetkeztetés

Az elvégzett kisérletek alapjan sikeriilt a Brown mozgas néhany altalanos torvényének az igazolasa
kisérleti aton.

Sikertlt igazolni a Marian Smoluchowski és Albert Einstein altal kidolgozott elméletet, miszerint a
részecskék mozgékonysaga forditottan aranyos a sugaruk gyokével.

Egy érdekes ¢és eddig még nem targyalt jelenséget mutattunk be, amely szerint a folyadékban levd
mikrométer nagysagu részecskék mozgasaban korrelaltsag tapasztalhato. Sikeresen kimértik ezen

korrel&cid er6sségét és hatotavolsagat.

20



Hivatkozasok

[1] Székely J. Gébor, Paradoxonok a véletlen matematikajaban (Typotex, Budapest, 2010)

[2] Tomasz Greczyto, EwaDebowska, Brownian motionwithdatavideo

[3] Paul Nakroshis, MatthewAmoroso, JasonLegere, and Christian SmithDepartment of Physics,
University of Southern Maine, Portland, Maine 04104-9300, Measuring Boltzmann’s constantusing
video microscopyof Brownian motion; R. Salmon, C. Robbins, K. Forinash, Brownian
motionusing video capture, Eur. J. Phys. 23 (2002)

[4] Trackpy, URL.: http://soft-matter.github.io/trackpy/stable/tutorial/walkthrough.html

[5] Néda Zoltan, Sztochasztikus szimulacios moddszerek a fizikaban (Erdélyi Tankdnyvtanacs,
Kolozsvar, 1997)

[6] Karl Pearson (20 June 1895) "Notes on regression and inheritance in the case of two parents”,
Proceedings of the Royal Society of London, 58 : 240242,

21





