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Kivonat

A dolgozatban a normélis fiiggvénycsalddok eszkozeit fogjuk felhasznélni
harmonikus fiiggvényekre vonatkozo klasszikus eredmények igazolasara. Név-
legesen bizonyitani fogjuk a Harnack elvre és Harnack becslésekre vonatkozd
tételeket. Az 0j modszer lehetGséget ad a Harnack elv kiterjesztésére. Végeze-
til példakkal fogjuk alatdmasztani, hogy az 1j eredmény feltételei erések.

Kulcsszavak: harmonikus fiiggvények, normalis fliggvénycsaladok, Harnack
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1. Zalcman, Montel és Hurwitz tételei

Legyen D egy tartomany a komplex szamsikban. Ekkor u : D — R C? osztalyt
fliggvény harmonikus D-n, akkor és csak akkor, ha

0?u(z) N 0?u(z)
ox? Oy?

A kovetkezd jol ismert eredmény kapcsolatot teremt a harmonikus es a holomorf
fliggvények kozott.

=0, Vze D.

1. Tétel. Ha D egyszeresen dsszefiiggd tartomdny és u : D — R harmonikus D-
n, akkor létezik a v : D — R harmonikus figguény, amelyre f(z) = u(z) + iv(z)
holomorf a D halmazon.

Komplex fiiggvénytanban az altaldnos Montel tétel hosszu ideig nehezen bizo-
nyithato eredményként volt szamon tartva. Meglep6 modon, a Zalcman lemma|2|
megjelenése utan, tobb elementaris bizonyitas is sziiletett erre a kdzponti fontossagu
eredményre. Az alabbiakban Zaleman nyoman jarval3| igazoljuk a Montel tételt.

1. Lemma (Zalcman). Legyen F' eqy meromorf fiigguénycsalad az U nyilt halma-
zon, amelynem normdlis. FEkkor létezik a z € U pont, (z,), C U, 0 < p, — 0 és
(fu)n C F sorozatok gy, hogy:

1. z,—Z

2. gu(Q) = fulzn + pnC) sorozat konvergdl egy nemkonstans g € O(C,Cy) figg-
vényhez, amelyre |g* ()] < |g*(0)| = 1.

2. Tétel (Montel). Legyen U egyszeresen dsszefiiggd tartomdny és (f)n C O(U,Cy).
Ha |, fo(U) nem tartalmaz hdrom pontot a kiterjesztett komplex sikbol, akkor f,
normdlis(kompakt).

Bizonyitds. Mivel 1étezik olyan linearis torttranszformécié amely tetszéleges harom
pontot a 0,1 es co pontokba visz at, feltételezhetjiik, hogy {0,1,00} () fn(U) = ¢.
Mivel 0 ¢ f,(U), értelmezhetSek a kovetkezs (fF),, fiiggvényosztalyok:

5= (fa)?F

Eszrevehetd, hogy az (f*), fiiggvényosztaly elemei nem veszik fel értékként a 2*-ad
rendd egységgyokoket. Ha feltételezziik, hogy (f,), nem normaélis, akkor egyetlen
(f%),, sem lesz normalis fiiggvénycsalad.

Felhasznalva a Zalcman lemméat kapjuk, hogy léteznek a Gy egész fiiggvények
amelyek rendre "elkeriilik" a 2%-ad rendi egységgyokoket |GE(0)| =1 és |Gh(2)| < 1
Vz € C. A Marty tétel [4] szerint a (Gy), fliggvénycsalad norméalis. Ha vessziik
G valamely konvergens részsorozatanak G hatarérték fiiggvényét, kapjuk, hogy az
szinten egész fiiggvény. G nemkonstans hiszen G*(z) = limy .o Gi(z) = 1. Mivel
G nyilt leképezés kapjuk, (felhasznalva a Hurwitz lemmét) hogy G elkeriili az S!
egységgombot. A Liouville tételbsl kovetkezik, hogy G konstans, ami ellentmondas.
Ezzel igazoltuk az allitasunkat. ([l



1. Megjegyzés. Mivel a normalitds a fligguénycsaldadok lokdlis tulajdonsdga, kovet-
kezik, hogy az dltaldinos Montel tétel igaz tetszdleges nyilt halmazokra is. Vegyiik
észre, hogy a bizonyitdsban az egyszeresen dsszefiiggdséget csak ott haszndltuk, ami-
kor a gyokfiigguényeket bevezettiink. Ezt lokdlisan megtehetyiik tetszdleges nyilt halmaz
esetén 1is.

Az altalanos Montel tétel meromorf fiiggvényekre vonatkozo allitds. Mint ahogyan
azt nagyon jol tudjuk a harmonikus fliggvények nem veszik fel értékként a "végtelen"
pontot(ellentétben meromorf fiiggvényekkel). Ez a természetes probléma, mihelyt
fellép, a meromorf fiiggvényekre vonatkozé Hurwitz lemmaval lesz "elsimitva'.

3. Tétel (Hurwitz). Legyen U egy nyilt halmaz C-ben és (f,), C O(U,Cy) figgvény-
sorozat, amely kompakt konvergdl eqy f meromorf fliggvényhez. Ha f nem konstans
éswy € f(U), akkor létezik ng € N, dgy hogy wy € f,(U) Yn > ny.

2. Harnack becslései harmonikus fliggvényekre

1. Definici6. A Caratheodory fiiggvényosztdalynak nevezziik a kévetkezd fiigg-
vényhalmazt:

P={p: A — R| p harmonikus, p(z) >0Vze€ A, p(0)=1}

4. Tétel (Harnack). Legyen 0 < R < 1. FEkkor léteznek a H,h : (0,1) — R

fiigguények, gy hogy:
h(R) < p(z) < H(R), V|z| = R.

2. Megjegyzés. Harnack bizonyitotta, hogy a legjobb h es H fiigguények a kovetke-
20k:
1—-R 1+ R
h(R)=——, HRR) = ——
(F) 14+ R’ (7) 1-R

Ez a bizonyitds felhaszndlja a pozitiv harmonikus fiigguényekre vonatkozo Poisson féle
integral-reprezentdacio tételét. Mi ezt az eredményt a bizonyitdsunk soran melldzni

fogjuk.
Bizonyitds. Legyen P a kévetkezs holomorf fliggvényosztaly:
P={f:A—C| f holomorf, Rf(z)>0VzeA, f(0)=1}

Nyilvanvaléan a P és ]:3 halmazok kozott bijekcié hozhatod létre a 1 tétel folytan.
Vegyiik észre, hogy a P egy eleme sem vesz értékeket az Oy tengelytdl balra. Az
altalanos Montel tételt haszndlva kapjuk hogy P normalis fiiggvényosztaly. Mivel

f(0) =1 Yf e P, kapjuk, hogy P c O(A,C). Igy, a klasszikus Montel tétel szerint
letezik a H : (0,1) — R fliggvény, amely teljesiti a Ref(z) < [f(z)] < H(R)
V|z| = R feltételt (mivel a {z||z| = R} halmaz kompakt).

A maésik egyenlGtlenség igazolasidra méas oOtletre lesz sziikségiink. Legyen P’ a
kovetkezd fliggvényosztély:



P = {ef(Z)| fe p}

Vegyiik észre, hogy Vf € P-re |[ef(®)| = efe/(2) > ¢0 = 1. Tehat a P’ halmaz
normalis fliggvényosztaly, mivel elemei nem "érintik" az egységsugara korong belsejét
(az altalanos Montel tétel miatt).

Feltételezziik, hogy a tétel kijelentésében az elsé becslés nem igaz. Ekkor létezik
a (zp)n €8 (fo)n C P sorozat amely teljesiti az aldbbi feltételeket:

2. efrl@n) — et gy € [0, 2r)

Mivel P’ normélis és {z: |z| = R} kompakt halmaz, kovetkezik, hogy az f, és
zp sorozatoknak létezik konvergens részsorozatai (amelyeket szinten ugyanezekkel az
indexekkel jeloliink) amelyek konvergéalnak valamely G meromorf fiiggvényhez és z €
A értékhez. Mivel ef(9) = ¢! kapjuk, hogy a G fiiggvény holomorf (Hurwitz lemma).
Ugyancsak a Hurwitz lemmat alkalmazva kapjuk, hogy G(A) ¢ C\ A. Viszont a
kompakt konvergencia miatt G(z) = limy ., e/#(*) = ¢ifo ¢ C\ A. O

3. A Harnack elv és annak egy altalanositasa

A Harnack elv harmonikus fiiggvénysorozatok hatarérték fiiggvényére vonatkozo al-
litas. A klasszikus bizonyitasok (példaul [1]) felhasznéljak a Lebesgue monoton kon-
vergencia tételt és a Poisson integral-reprezentacio tételt. Az alabbiakban egy olyan
bizonyitast mutatunk be, amely csak az altalanos Montel tételt hasznalja.

5. Tétel (Harnack elv egyszeresen Osszefiiggd tartomanyokra). Legyen D egy
eqyszeresen 0sszefiiggd tartomdny €s uy(z), ug(2), ... harmonikus figgvények D-n. Ha

ur(z) <wug(z) <wug(z) <., Vze D

akkor u(z) = lim,,_ u,(2) véges a D minden pontjiban és harmonikus vagy u(z) =
o0, Vz e D.

Bizonyitds. Ha lim, . u,(z) = oo Vz € D, akkor készek vagyunk, mert u(z) =
00,Vz € D. Feltételezzik tehat, hogy létezik zo € D, gy hogy lim,, _coun(z0) = ¢y #
oco. Nyilvanvaldan, azt is feltételezhetjiik, hogy u; > 0, hiszen ha ez nem &llna fenn,
akkor a bizonyitéast elvégeznénk a v; := u; — uy > 0 fliggvényekre.

A 1 tétel kovetkezménye képpen, létezik az (f,), € O(D,C) holomorf fiiggvény-
sorozat, amelyre Rf,, = u, és Sf,(z) =0Vn € N.

A konstrukei6 miatt, a |, f,(D) halmaz, a jobb felsikban helyezkedik el. Fel-
hasznalva az altalanos Montel tételt (a }fi fiiggvény segitségével elegendd lenne fel-
hasznélni a klasszikus Montel tételt, de ezzel a gondolatmenettel a bizonyitas nem
lenne annyira "elegans") kapjuk, hogy (f,), normalis fiiggvénycsalad.

Ez azt jelenti, hogy az (f,), minden részsorozata tartalmaz konvergens részsoro-
zatot. Ha ki tudnédnk mutatni, hogy ezek a konvergens részsorozatok ugyanahhoz a
holomorf fiiggvényhez tartanak, az azt jelentene, hogy (f,), konvergens sorozat. Fel-
tételezziik ennek az ellenkezdjét. Legyen f,. és f,,, az f, két konvergens részsorozata,
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flgy hOgy fml - f17fni - f27 és fl 7é f2' Mivel hmz—>oo fm(zﬂ) = hmz—>oo fml(z()) =
co # 00, a Hurwitz lemmat felhasznalva kapjuk, hogy f! es f? holomorf fiiggvények
(nincs polusuk).

A u(2) < ug(z) < us(z) < ... feltétel garantélja, hogy Rfi(z) = lim; Rf,,(2),
= lim; Rf,,,(2) = Rfa(2) Vz € D. Mivel f; es fy valos része ugyanaz és imaginarius
részitk megegyezik egy pontban (fi(z0) = fa(20) = co), kapjuk , hogy fi; = fo. Ezzel
igazoltuk, hogy f, konvergens sorozat es hatarértéke egy holomorf fiiggvény. Ez
egyben azt is jelenti, hogy u,, konvergens, az u hatarértéke pedig véges és harmonikus
a D minden pontjaban. 0

3. Megjegyzés. A fenti dllitisban, amelynek bizonyitisa a normdlis fliggvénycsald-
dok nyelvezetét haszndlta, a Harnack elvet csupdn egyszeresen d0sszefliggd tartomd-
nyokra igazoltuk. Mivel a normalitas a meromorf fligguénycsaladok lokdlis tulajdon-
sdga, ezért a fenti allitasbol egyszeriden levezethetd a Harnack elv tetszdleges tarto-
mdnyokra is.

Megfigyelve a fenti bizonyitast észrevehets, hogy a lehetGségeinket nem hasznaltuk
ki teljesen. Az wu, sorozatra vonatkoz6 "monotonitasi" feltételt alig hasznaltuk és
az altalanos Montel tételt is nagyon partikularis esetben vettiik igénybe. Miel6tt
bizonyitanank egy erdsebb allitast, lassuk be a soron kovetkezs két segéderedményt.
A kovetkezd eredmény felfoghaté mint normalitasi kritérium is.

2. Lemma. Legyen (f,)n holomorf fiigguvénysorozat a D tartomdnyon és legyen K C
R egy korldatos halmaz. Ha

KN R fu(D)) # ¢, Yn €N,

akkor (fn)n normdlis figgvénycsaldd. Mdsszoval, ha minden f, valds része "elkeril"
eqy pontot K-bol , akkor (f,)n normdlis figguénycsaldd.

Bizonyitds. Mivel K korlatos, ezért létezik a v > 0 szam, amelyre |z| < v, Vz € K.
Tudva, hogy minden Re f, "elkeril" egy z, értéket K-bol, kapjuk, hogy az f,(D)
halmaz vagy a {Re z > —uv} felsikban, vagy a {Re z < v} felsikban helyezkedik el
(mivel f, (D) Osszefliggs).

Legyen Fj az f,, sorozat azon tagjainak a halmaza, amelyek képei az { Re z > —v}
felsikban vannak, és Fy pedig azoké amelyek képei a { Re z < v} felsikban vannak. Ez
azt jelenti, hogy az (f,), tetszleges részsorozatdnak végtelen sok kiilonb6z6 eleme
van az Fj-ben vagy az Fy-ben. Az altalanos Montel tétel szerint Ggy F); mint Fj
normalis fiiggvénycsalad, tehat (f,), is normaélis fiiggvénycsalad. O

3. Lemma. Legyen K C R egy korldtos halmaz, és (uy), egy harmonikus fliggvény-
sorozat a D eqyszeresen 0sszefiiggd tartomanyon, amely teljesiti az alabbi két feltételt:

1. KN (u,(D))*# ¢, Vn €N
2. dzg € D, gy hogy lim,, o up(z0) = +00

Ekkor lim,, .o, u,(z) = +00, Vz € D.



Bizonyitds. Legyen z1 € D egy tetsz6leges pont. Mivel D egyszeresen 6sszefiiggd,
ezért létezik az f* € O(D,C) holomorf fliggvénysorozat, amelyre R ' = wu, és
f2(z1) = up(21). Az el6z6 lemma szerint kapjuk, hogy (f?'), normaélis csalad, vagyis
minden részsorozatdnak van konvergens részsorozata.

Mivel R f7* = u, és lim, o u,(20) = 400 kapjuk, hogy lim, . f7'(z) = oc.
Legyen fi' az f7* egy konvergens részsorozata. Mivel f:* holomorf fiiggvénysorozat
(nincsenek poélusai) ezért, felhasznalva a meromorf fiiggvényekre vonatkozé Hurwitz
lemmat kapjuk, hogy f:! —x oo.

Tudva, hogy (f?'), normalis fliggvénycsalad (relativ kompakt), kapjuk, hogy
7 —k oo, partikularisan lim, .., 7 (z1) = lim, oo un(z1) = 0o. Mivel z; tet-
sz6legesen volt valasztva kapjuk, hogy lim,, . u,(z) = +o0, Vz € D. O

6. Tétel. Legyen D egyszeresen dsszefiiggd tartomdny és (uy,), egy harmonikus figg-
vénysorozat D-n. Legyen K C R korldtos halmaz és ~y eqy zart eqyszeri gorbeiv D-ben,
amelyre:

1. KN (u,(D))*# ¢, VneN
2. Alim, u, (&), (lehet végtelen is) V& €

ekkor w(z) := lim,,_, u,(2) véges és harmonikus a D minden pontjiban vagy u(z) =
oo, Vz e D.

Bizonyitds. Ha lenne olyan & € ~, amelyre lim, .., u,(§) = oo, akkor az elgbbi
lemma alapjan kapjuk, hogy u(z) = oo, Vz € D. Feltételezhetjiik tehat, hogy
lim,, u, (§) véges, V& € 7. Legyen & € ~, amelyre lim,, u,, (&) = ¢y # 00.

Amint azt korédbban is tettiik, értelmezziik az f, € O(D,C) sorozatot, amelyre
Re [, = up és [n(&) = un(&o). Az elsd lemmank szerint (f,,), normaélis fiiggvénycsa-
lad.

Ha kimutatjuk, hogy az f,, minden konvergens részsorozata ugyanahhoz a holom-
orf fiiggvényhez tart, akkor készek is lesziink. Legyen (f,,)i és (fm,)i az (fn)n két
konvergens részsorozata, amelyek az f° és f! meromorf fiiggvényekhez tartanak. Mi-
vel f1(&) = f(&) = co # oo, a Hurwitz lemmat felhasznalva kapjuk, hogy f! és f°
holomorf fiiggvények (nincsenek polusaik).

Mivel lim,, u,(§), V¢ € v kapjuk, hogy R f0(§) = R f1(¢), V€ € v, ami azt
jelenti, hogy ]efo(ﬁ)_fl(5)| = 1, V¢ € 7. Legyen (v) az résztartomanyara D-nek,
amelyet a v gorbeiv hatérol. Mivel az efo~/1 fiiggvénynek nincsenek zérushelyei D-
ben, felhasznalva a minimum és maximum modulusz elvet, azt kapjuk, hogy | f1(z)| =
|fo(2)] Yz € (7). Mivel () nyilt halmaz, ezért fi(z) = fa(2) Vz € (7). Ezzel készek
is vagyunk. 0

4. Megjegyzés. A kordbbi megjeqyzésiikben elhangzott gondolat, miszerint a D hal-
maz lehet tetszdleges tartomdny, igaz a fenti dltalanosabb eredmény esetében is. Ebben
az esetben viszont ahhoz, hogy az eldzd bizonyitdas gondolatmenetet alkalmazzuk, plusz
feltételként ki kell kdtniink, hogy ~v homotop nulldval a D tartomdnyban.



7. Tétel. Legyen (uy), egy harmonikus figguénysorozat a D tartomdnyon. Legyen
K C R korldtos es v C D egy zdrt egyszerd gorbeiv amely homotop nullaval D-ben.
Ha

1. KN (uy,(D))¢ # ¢,¥n e N
2. 3lim,, u,(§), (lehet végtelen is) VE € v

akkoru(z) := lim, o u,(z) véges minden pontban és harmonikus vagy u(z) = oo, Vz €
D.

Bizonyitds. A bizonyitas csupan a technikai nehézségek lekiizdésében jelenti. Az Gtlet
abbol all, hogy megszerkesztiink minden zy € D pontra egy olyan D, egyszeresen
Osszefiiggs tartomanyt amelyre zp € D, és v C D,,. Ha ezt megtettiik, akkor
alkalmazzuk az el6bbi tételt a D, tartomanyra.

Legyen () az a tartomény, melynek a -y gorbe a hatarvonala és legyen 7 : [0, 1] —
D egy olyan egyszerti gorbeiv amely 6sszekoti a zg pontot a v gorbével, tigy hogy
7(0) = 29, 7(1) € v és 7([0,1)) Ny = ¢. Mivel D nyilt, barmely z € 7 U~ pontra
létezik egy B, C D z kozépponti nyilt korong. Mivel a 7 U~ kompakt halmaz, létezik
a B,i, B, ..., B.n véges lefedés.

A D, termesztés megvalasztasa a B,y U B2 U ... U B,» U () halmaz lenne.
Sajnos ez a konstrukcié nem garantalja a D, egyszeresen Osszefiiggdséget, mivel
megjelenhetnek "lyukak" a B,: korongok kozott. Ahhoz, hogy ezeket a "lyuka-
kat" felszabaditsuk, modositunk keveset a fent mutatott konstrukcioban. Legyen
L:=B.UB_2U...UB,U(v). L hatarvonala a B,: korongok hatarvonalainak
részeibdl tevédik Ossze, ezért az L° := C. \ L halmaznak csak véges szamu kom-
ponense van. Az egyszeriiség kedvéért noveljilk a B,: korongok sugarit, hogy ne
legyenek az L°-ben olyan komponensek amelyek csak egy pontot tartalmaznak. Igy
induktiven megszerkeszthetjiik a v1, 79, ...,V egyszerd gorbeiveket amelyek 0sszeko-
tik a L° komponenseit és nem metszik sem egymast sem ~ és 7 gorbéket. Legyen M
az L°U vy Uy U... U~ komplementarisa. A D, halmazt az M azon komponen-
sének valasztjuk, amely tartalmazza a v es 7 gorbéket. Ezzel a konstrukcioval D,
egyértelmten egyszeresen Osszefliggs tartomany lesz.

Mivel a tétel feltételei igazak az (u,,), sorozatra akkor is, ha a D tartomany helyett
a D, -val dolgozunk, az el6z6 tétellinket felhasznalva kapjuk a tétel allitdsat minden
D,, tartomanyra. Mivel z; tetszblegesen volt vilasztva, a bizonyitas teljes. 0

5. Megjegyzés. A K halmaz korldtossiga nem hagyhato el, mint ahogyan azt az
un(z) = Re z" példa mutatja. Legyen D = A(0,2), v pedig legyen az origo kozép-
ponti % sugarid kor. Ekkor lim, ..u,(§) =0, Y& € v, de u egyértelmien sem nem
harmonikus, sem nem oo a D minden pontjaban.

6. Megjegyzés. Ha vy nem zdrt, akkor a fenti dllitds dltaldban nem igaz, ahogy ezt a
kévetkezd példdbdl be is lehet ldtni. Legyen usn,1(2) = (1 + —=)log|z| es ua,(2) = 0.

n+1
Legyen D = {z: Re z > 0} \ A(0,e 1), K legyen a [—3,—2] intervallum es v az
eqységsugari kor az a része amely még D-ben van. Nyilvinvaldan lim, ..u,(§) =
0, V&€ € v, mégis a u fiigguény meg csak nem is létezik.
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