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A monoton L'Hospital Time Scale' analizisben

Farkas Csaba, BBTE Kolozsvar
2008. aprilis

Ebben a cikkben a Monton L’Hospital tulajdonsagot vizsgéljuk Time Scale analizis-
ben. El6bb a Time Scale analizis bevezetdje majd a Monoton L’Hospital szabaly
olvashaté.

Az 1d6 Skéla analizis avagy a Time Scale analizist Stefan Hilger - vezette be a
Phd tézisében. Elébb értelmeziik az ido skalakat(Egy tetsz6leges id6 skalat T -vel
jeloliink), majd megvizsgaljuk ezek egyszerii tulajdonsagait, és végul az analizis
alappilléreit épitjiik fel. Mindezek utdn a Monoton L’Hospital® tulajdonsigok vizs-
galjuk.
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1. A Time Scale analizis

Az id6 skéla analizist Stefan Hileger vezette be a doktori tézisében, a diszkrét és
valés analizis egyesitéseként szolgdl.

1. Ertelmezés. Id6 skdldnak nevezziik a R-nek zdrt részhalmazait.
Egy id6 skalat T-vel jeloliink. Bevezetjiik az 2 derivaltakat T-n.

2. Ertelmezés. Legyenek o,p, pu: T — T fiigguények. o(t) =inf{s € T : s >
t},p(t) =sup{s € T :s < t},u(t) = o(t) — t.Ezeket a figgvényeket rendre jobb il-
letve balugrds operdtornak nevezziik. A p fliigguényt pedig ugrds operdtornak nevez-

3. Ertelmezés. (Pontok jellemzése) Legyen t € T. A t pontot
1. bal-strinek nevezziik,ha p(t) = t,
2. bal-szétszortnak nevezzik ha p(t) < t,
3. jobb-stirinek nevezzik ha o(t) =t,

4. jobb-szétszortnak nevezziik ha o(t) > t.

INéhol 1d6 Skéla
2Stefan Hilger
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Ertelmezziik a kiévetkezd halmazt:

TC — T, supT= oo
| T\ (p(supT),supT], supT<oc.

A tovabbiakban értelmezziik a Higer vagy delta derivéltakat.A derivéltakat T*
halmaz pontjain értelmezziik:

4. Ertelmezés. Legyen f: T — R figgvény és t € TX. Ekkor fA2(t) az a szdm,
amelyre Ve > 0 esetén létezik eqy U € V(t)(kdrnyezete t-nek, U = (t — 0,t +6) N
T,egy tetszbleges 6 > 0 esetén.) gy, hogy

[f(a(t) = f(s)] = fRlo(t) — s]| < elo(t) — s|,Vs € U.

Az f2 TR = R fiigguényt az f derivdlt fiigguényének nevezziik T -n.

1. Példa. Legyen f : T — R fiiggvény f(t) = a minden t € T, ahol o kon-
stans. Ldthatjuk, hogy f> = 0. Vildgos, hogy minden ¢ > 0 esetén |f(o(t)) —

f(s) = 1AW (t) = s)| = [f2(1)(o(t) — )| < elo(t) — s].
A tovabbiakban vizsgaljuk a derivalt néhany ismert tulajdonsiagat az id6 skalan:
1. Tétel. Legyen f,g: T — R differencidlhatok at € T* pontban. Akkor

o f+g:T — R is differencidlhato t-ben és (f + g)> = f& + g»

e Minde o konstans esetén af is differencidlhaté a t-ben és (af)? = af”

o A szorzat fiigguény is diffrencidlhatd t-ben és (fg)™ = f2g + f(o)g> =
ft)g™ + f2g(0)
A

A
o Ha f(t)-f(a(t)) #0, akkor% is differencidlhato t-ben és (%) (t) = ——f(t)}c(g(t))

A
e Hag(t)g(o(t)) #0, akk0r§ is differencidlhato t-ben és <§> (t) = fA(t)gg(ng((f)))gM)

Vezessiik be a kovetkezo értelmezést:

5. Ertelmezés. Egy f : T — R fiigguényt js-folytonosnak mondunk ha folytonos
a jobb stiird pontokban és létezik baloldali hatdrértéke(véges) a bal-siird pontokban.
A js-folytonos figguények halmazdit C;s = C;js(T) = Cj5(T,R). Hasonldan azon
fliggvények halmazdt amelyek Cjs-ben vannak és a derivdltjuk is Cjs-ben van C’}S—el
jeloljiik.



6. Ertelmezés. Az F: T — R figguényt az f : T — R antiderivdltjanak nevez-
ziik, ha FA(t) = f(t) , Vt € TF

2. Tétel. (Létezési feltétel) Minden f : T — R js-folytonos figgvénynek van an-
tiderivdltja’*.

7. Ertelmezés. Legyen f: T — R egy js — folytonos figguény, amelynek prim-
itivie F' @ T — R. Ekkor az f integraljan a kovetkezdt értyiik:

/ ft)At = F(s) — F(r),Vr,s € T.
Ezt az integrdlt nevezziik a delta-integralnak.

3. Tétel. (A delta-integrdl tulajdonsdgai) Ha a,b,c € T, a € R és f,g € Cjs,
akkor

o [JIF()+ @At = [7 FR)AL+ [ g(t)dt;

o [Pa-f)At=a [’ f(t)AL;

o [PF)AL=— ["f(t)AL;

o [VFOAL = [ F)AL+ [*f(t)AL;

o [} F(0)g® = (f9)(0) — (fo)(a) — [} f2g

o [/ 119> = (f9)) = (f9)(a) — [ F2g(0);

« [/ f=0;

o ha f(t) >0 akkorYa <t <b esetén [ f > 0;

e ha |f(t)| < g(t) az [a,b)-n, akkor

[ <[

Egy érdekes és hasznos tétel a kovetkezo:

4 Az antiderivélt fogalma azonosithaté a primitiv fogalmaval

S[LftAt= [ f



4. Tétel. Ha f : T — R egy tetszoleges fligguény es t € T eqy tetszioleges pont,

akkor
a(t)

f=n@)f(t)

t

A tovabbiakban ismert halmazokon vizsgdljuk meg, a bevezetett integralt.
5. Tétel. Legyen a,bec T és f € C;.
1. HaT =R, akkor [*f = [ f(t)dt

2. Ha [a,b] csak izollt pontokbdl dll akkor

ST U (), a<b;

b te(a,b)
/ f=<0, a=>b;
“ = ST S, b

teb,a)

3. HoT = hZ = {hk : k € Z} akkor

( b_q

hz F(kh)h,  a<b;
k=2

b =%
/ f= 0, a=b;
a 51

=Y f(kh)h a>b.

_b
k=3

\

4. Ha T =7, akkor

A tovabbiakban bevezetjiik még az exponencialis fiiggvény fogalmat az id6 skélan.

8. Ertelmezés. Azt mondjuk, a p : T — R fiigguényrdl, hogy regressziv, ha 1 +
w(t)p(t) # 0,Vt € T esetén. Ezen fiigguények halmazdt,amelyek js-folytonosak R-el
jelolyiik. Vezessiik, be az RT™ ={p € R : 1+ u(t)p(t) > 0,Vt € T} jelolést a pozitiv
R-belr fiiggvények halmazaira.



6. Tétel. Legyenty, € T. Es legyen p eqy js-folytonos és regressziv fligguény, akkor
az

yA = p(t)yay(tﬂ) - 17
egyenletnek egy megolddsa van.

9. Ertelmezés. Egy h > 0 értelmezziik a Hilger féle komplex, illetve a Hilger féle
valos szamokat,a Hilger féle alternativ szdmokat, valamint a Hilger féle immag-
ndrius szamokat:

1
(Chz{zEC:z%E}
1
Rh::{zeCh:zER,z>—E}

1
Ah::{zeCh:zeR,z<—E}

1 1
HhZI{ZEChI|Z+E|:E}

Legyen h > 0. Ekkor értelmezziik a

1
& :Cp,—Zp,={2€C: —% <Im(z) < %},{h(z) = ELog(l + zh),

ahol Log a lograitmus f64ga. Es h=0 esetén &o(z) = z,Vz € (C). Ezt a fiiggvényt
nevezziik cylinder féle transformaciénak. Ezek alapjan igaz a kovetkezo kijelentés:

7. Tétel. Hap € R, akkor e,(t,s) = exp{fst Eun (p(T)) AT}

Mielott vizsgalnank az exponencialis fiiggvény tulajdonsagati,vezessiik be a kévetkezo
miiveleteket:

10. Ertelmezés. Legyen p, q két regressziv fligguény. Ekkor értelmezés szerint p ®
q:=p+q+mupq,©p:= -t pSq:=p®(Sq)
8. Tétel. Legyenek p,q regressziv figguények akkor:

1. eo(t,s) =1 ésey(t,t) =1

2. Co(t),s — (1 + M(t)p(t))ep(t7 S)
3. % == eep(t, 8)
ep(t,s) = ﬁ = egp(s, 1)

ep(t,s) - ep(s,r) =ep(t,r)

S o

6P(t> S) ’ 6Q(t> S) = ep@q(t7 S)
7. % = €poq(t; 8)

Az adott pillanatokban még megjegyeziink TimeScale(Idskla)—bl tételeket,definiciokat.
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2. Monoton L’Hospital

A monoton 1"'Hospital szabélyt G.D. Anderson, M.K.Vamanamurthy és M. Vuori-
nen megfogalmaztak egy érdekes lemmat, amelyet azéta is szamos dolgozatukban
haszndlnak, tobbek kozott a kvazikonformis analizisben. 2001.-ben I.Pinelis ujra
felfedezi ezt a lemmat és napjainkig hasznalja a valészinlisés szamitasban, a hiper-
bolikus geometriaban, infomracié elméletben stb.A témaban nagyon sok érdekes
cikk jelent meg. Az egyetemi tanulmanyaink soran ismerkediink meg azzal a tén-
nyel, hogy ha egy f fiiggvény folytonos az [a, b] intervallumon és pozitiv a derivaltja
az (a,b) intervallumon, akkor f novekvé.Ez az eredmény konnyen belathat6 La-
grange tételének segitségével. A monoton L’Hospital tortek monotonitasat vizs-
galjuk meg. Tekintsiik akkor a MonotonL' Hospitalttelt

9. Tétel. Legyen —oo < a < b < oo, valamint legyenek f,q : [a,b] — R folytonos
figgvények az [a,b] intervallumon és differencidlhatdk az (a,b) intervallumon, gy,

hogy f(a) = g(a) = 0 vagy f(b) = g(b) = 0. Tegyiik fel, hogy ¢'(x) # 0 minden
€ (a,b) esetén. Ha f, novekvd(csokkend) akkor f is hasonlé monotonitdsi.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy ¢'(z) > 0 minden z € (a,b) esetén, valamint az f—,/
novekvé. Legyen x pillanatnyilag rogzitett. Ekkor a Cauchy tétel alapjan, letemk

y € (a,z) tgy, hogy
f@) - f@) _ f) _ I
9(@) —gla) gy) = g'(x)
. Ami alapjan kovetkezik a kért kijelentés.

O

A tovabbiakban tekintsiink még néhany eredményt illetve alakalmazasat ennek a
matematikai dgnak.

10. Tétel. Legyen f és g differencidlhato fiigguények, amelyekre ¢’ sehol nem
nulla egy (a,b) nyilt intervallumban az R-n. Tegyiik fel, hogy f(a+) = g(a+) =0

vagy f(b—) = g(b—) = 0. /
(1) Ha a f—,/ novekvé az (a,b) — n akkor (5) > 0 az (a,b) —n és § novekvd az
(a,b) —n.

/
(2) Ha a L csokkend az (a,b) —n akkor <§> <0 az (a,b) —n és g csokkend az
(a,b) —

Az egyeszeriiség miatt vezessiik be a kovetkezd jeloléseket



f/
n=";
Y
1. Lemma. Key Lemma A monotonitdsdt a 6 = gzﬁ fiigguénynek az (a, b) inter-
vallumon meghatdrozza az n monotonitdsa illetve a gg' eldjele, a kovetkezd képpen:
(1) Han / és g > 0 akkor 0 /

(2) Han / és g9 <0 akkor 6\,
(3) Han ™\, és gg >0 akkor 6\
(4) Han ™\, és g¢' <0 akkor 6 /

Bizonyitds: Legyen x és y pillanatnyilag fix, tgy, hogy
a<r<y<b

valamint értelmezziik a h fiiggvényt a kévetkezo modon:

h(u) = hy(u) = f'(y)g(u) — g'(y) f(u)

Minden u € (a,y) esetén

W (u) = f'(u)g' (y) — g'(w) f'(y) = ' (w)g'(y)(n(y) —n(u)) > 0.

A fenti allitds azért igaz mert g nem veszi fel a nullat és elojeltarté az adott
intervallumon. Tehdt az igy értelmezett h fiiggvényiink novekvé az (a,y) interval-
lumon. A folytonossdg alapjan h névekvé az (a, y] intervallumon. A tovédbbiakban
hasznaljuk a koévetkezo azonossagot

(0(y) — 0(2)lg' (v)| = (h(y) — M) + (n(y) —n(x))g(x)g ().

Lathat6 hogy, ez az azonossag alapjan és a h fliggvény monotonitdsa (névekvo
volta miatt) a lemma (1) pontjat igazoltuk. Hasonléan igazoljuk a tobbi részt is.

2. Példa. Igazak a kévetkezi egyenlotlenségek:

(1) (%)3 > cosz, Vo € (—%,%).

(2) (f22)" 4+ 1mme > v € (0,5)
Valéban ha tekintjiik az elsé példdnkat akkor egyenes kovekezménye a MLSZ°-nak
ha tekintjik a
sinz cos™3 x
x
hdnyadost. A mdsodik példinak az igazoldsdt az olvasdra bizzuk.

6Monoton L’Hospital Szabaly



3. Monoton L’Hospital Time Scale-n

Mielott elkezdenénk a MLSZ vizsgalatat id6 skalakon vizsgaljuk meg a kovetkezd
lemmat.

2. Lemma. Legyen [ : [a,blr toR figgvény amely differencidlhatd [a,blr idd skdl
intervallumon. Ha f® > akkor f niévekvd.

Bizonyitas:
Egy altalanosabb kijelentést fogunk igazolni, ami a Denjoy-Bourbaki nevét
viseli.Ehez azonban bevezetjiik az id6 skalakon a matematikai indukcié modszerét.

11. Ertelmezés. Legyen to € T valamint legyen {S(t) :t € ][0,00)} olyan kijelen-
tések halmaza amelyekre

(i) Az S(to) kijelentés igaz.

(i1) Hat € [ty, 00) egy jobb-szétszort pont és S(t) igaz akkor S(o(t)) is igaz.

(i1i) Ha t € [tg,00) és S(t) igaz akkor létezik olyan kirnyezete t-nek(U) amelyre
S(s) igaz minden s € U (¢, 00)

(iv) Hat € [ty,00) bal-siird pont és S(s) igaz minden s € [to,t) esetén akkor S(t).
Ekkor S(t) igaz minden t-re.

Ellenérizziik, hogy ha a megadott kijelentések kielégitik az (i) — (iv) feltételeket,
akkor S(t) igaz. Ezér vezessiik be az

S* = {t € [tg, ) : S(t)nemigaz}

. Igazolni, akarjuk, hogy S* = . Ahoz, hogy ellentmondashoz keriiljiink tegyiik fel,
hogy S* # . Mivel S* nem {ires és zart, ezért

infS*=:t"eT.

Megvizsgaljuk S(t*) igazsagértékét. Lathatd, hogy ha t* = t, akkor S(t*) igaz az
(1) alapjan. Ha t* # ¢ és p(t*) = t* akkor S(t*) szintén igaz a (iv) alapjdn. Végiil,
ha p(t*) < t*, akkor S(t*) szintén igaz a (ii) alapjan. Tehat minden esetben ¢*
nincs benne az S*-ban.Tehat nem lehet ¢* jobb-szétszort pont, és t* # max T,tehat
t* egy jobb-siirti, de ekkor ellentmondésba keriiliink a (7i¢) alapjan.

4

Térjiink ki a Denjoy-Bourbaki tétel igazolasara, amely szerint ha f és g olyan

fiiggvények, amelyek az értékeiket a valés szamok halmazabdl veszik, és pre-differencidlhatok(Azt

a fiiggvényt nevezziik pre-differencialhaténak D halmazon, ha D c TX, TX \ D
megszamlalhaté és nem tartlamaz jobb-szétszort pontokat, és f differencidlhaté
D-n.) a D-n akkor az

/20 < g vteD

9
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egyenlotlenség magautanvonja

[f(s) = f(r)] < g(s) —g(r)

egyenlotlenséget minden r; s € T,r < s. Legyen r, s € T tgy, hogy r < s, valamint
jeloljik [r,s) \ D = {t, : n € N}. Legyen ¢ > 0. A tovabbiakban a fennébb
bevezetett indukcié segitségével igazoljuk:

S < [f(t) = F) < g(t) = g(r) +e(t —r+ Y 27")

t € [r,s].A tovabbikban ellentrizziik a fentebb bevezetett feltételek igazsagat.
(1) Az S(r) egyértelmiien igaz.
(17) Legyen t egy jobb-szétszort pont és tegyiik fel, hogy S(t) teljesiil. Ekkor t € D
esetén
[f(o(t) = f(r) = |£(&) + n) f2(1) = F(r)] <
< u 2O+ [£() = f(r)] <
p(t)g (1) +g(t) —g(r) +e(t—r+ > 27") =

tn<t

VAN

=glo(t) —g(r)+e(t—r+ > 2

tn<o(t)

<glo(t)) —glr) +e(o(t)y —r+ > 27

Tehét S(o(t)) is teljesiil.

(1i1) Tegyiik fel, hogy S(t) teljesiil és t # s egy jobb-siiri pont, ami azt jelenti, hogy
o(t) = t. Tekintiink két esetet, névlegesen ¢ nincs benne D-ben és t € D. Eloszor
megvizsgaljuk, mikor ¢ € D. Akkor f és g differencialhatok ¢-ben és 1étezik, olyan
U kornyezete a t -nek, amelyre

(0 = Fr) = A0 = < Gl =7, (T ev

9(t) ~ 9(r) = 9> (W)t =) < Gt~ 7|V € U
Tehat .
£0) = F@ < 1720+ 5]]1e — 7]

9(t) = 9(r) = g (O = 1) > —SJt = 7

10
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Tehat 7 € U[\(t, o0)
[f(r) = S <1 (r) = F@O1 + [£(E) = f(r)]

<
1201+ 5]l =71+ 17t) = £r)
<
920 + 2|l = Tl +9(0) = gtr) +e(t—r+>27)
- G (0)(r — 1)+ S(r = 1)+ (1) — glr) +(t—r) 32T
) ;
9(7) = g(t) + [t = TI=(r = 1) + g(t) = g(r) + et — 1) + ) 27"

tn <t

g(7) —g(r) + 6(7’ —r 4+ Z 2_"))

tn<r

Tehat S(7) kovetkezik minden 7 € U ("(¢, 00) esetén.

A masodik esetre tegyiik fel, hogy D nem tartlamazza t-t.Ekkor ¢ = t,, valahany
m re.Mivel f és g fliggvények predifferencidlhaték, ezért folytonosak is, ami azt
jelenti, hogy 1étezik a olyan U kornyezete a t-nek amelyre

@)~ fOl < 527 vr e U

és
€ —-m
lg(T) — g(t)\§2 vVreU.
A abszolutérték tulajdonsaga alapjan a masodik egyenlotlenségbol kovetkezik,

hogy

9(7) —gt) > —S27".

Ezen egyenl6tlenségeket figyelembe véve

[f(m) = FI < |F () = FOI+ () = F(r)]

/N

“2 (1) — g(r) +e(t—r 4y 27)

2
tn<t

N

E—m S—m —-n
52 +g(7‘)+§2 —g(r)+6<7—r+§2>

11
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e2™™m 4+ g(r) —g(r) + 5(7‘ —r+ Z 2‘")

tn<t

N

g(1) —g(r) +€<T—T+ ZT”).

th<r

Tehat ismét S(7) igaz minden 7 € U [(t, 00) esetén.
Az indukci6 alapjan van még egy dolog amit le kell ellencrizziink. Legyen ¢ egy
bal-stir(i pont, valamint tegyiik fel, hogy S(7) igaz minden 7 < ¢ esetén. Ekkor

Tim |£(r) = £(r)] < lim {g(r) = g(r) +e(r—r D> 27)} <

n<r

lim {g(r) —g(r) —|—€<T —r+ ZZ’")}

T—1~

Ami alapjan lathatjuk, hogy igaz amit igazolni akartunk. A matematikai indukcié
ido skalas verzidja alapjan igaz a Denjoy-Bourbaki féle tétel.

U

1. Megjegyzés. A fenti tétel eqy fontos kévetkezménye a kovetkezd: Ha az f és g
fiigguények predifferencidlhatok D-n akkor és f& = g™ = f(t) = g(t)+C, valamint
ha fA =0 = fkonstans.

Hasznéljuk, tovabbiakban is az ( = g, valamint az n = J;—i jelolést. Ezen jelolések
mellett tekintsiik a kovetkezo lemmat:

3. Lemma. (Farkas Csaba) Ha f,qg differencidlhato fiigguények akkor teljesiil a
kovetkezo allitds

g(t)g(a ()¢ (1) = (n(t) = ¢(1)g(t)g™ = n(t) — C(a(t)g(a(t))g™.
Bizonyitds: Induljunk ki , a bizonyitand6 egyenlétlenség elso részébol.

A
Tenit g(1)g(0)(£9)” = F2(0a1) — 709 (1), Vissont (n(t) — C()o(0)g* =
At gt) — f(t)g?(t). Tehat az els6 egyeléség teljesiil. A derivaldsi szabalyokat
hasznélva id6 skdlan ismeretes, hogy (fg)® = f2g + f(0)g® = fg™ + g(o)f2.
Ezekbdl az osszefiiggésekbdl kapjuk, hogy (fg)2—f2g = f(0)g, valamint azt, hogy
(f9)® — g2 f = g(o)f. Tehat f(o)g™® — fPg = f2g — g™ f. Ahonnan kovetkezik,
a bizonyitandé egyenlétlenség.

g
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A kovetkezo tétel a MLSZ mutatja be 1d6 skéla analizis korében.
11. Tétel. (Farkas Csaba)
1. Ha n novekvd (/) valamint g - g™ > 0 akkor ¢ csokkend(\,).
2. Han csokkend (\) valamint g - g™ > 0 akkor ¢ névekvé (/).
3. Ha 1 novekvd (/) valamint g - g™ < 0 akkor ¢ csékkend(\,).
4. Han csokkend (\) valamint g - g® < 0 akkor ¢ névekvd (/).

Bizonyitdas: A tétel elso allitdsat fogkjuk igazolni, hiszen a tobbi rész is teljesen
hasonléan miikodik.

Tehat legyen n /" és g - g° > 0. Elégséges belatni, hogy létezik k € [a, b]r, tgy,
hogy ¢® < 0t € [a, k]p-n és (& > 0t € [o(k),b]r-n (ebben az esetben azt mondjuk,
hogy k egy jobb-szétszort illetve izolalt pont mivel ezekre a pontokra teljesiil, hogy
o(t) > t). Legyen a tovabbiakban k := {t € k € [a,b]r(® < 0}. Ebbdl kovetkezik,
hogy ¢& > 0 k € [o(k), b]p-n.Lathaté,hogy ha ¢2(k) < 0 k € [a, k] -n akkor a
bizonyitassal készen vagyunk. Ellenkezo esetben tegyiik fel, hogy létezik, olyan t
az k € [a, k]r intervallumban, amelyre (2 (t) > 0. Vildgos, hogy létezhet tobb ilyen
pont is amelyre ez az allitas igaz. Ezért jeloljiik 3 := max{t € [a,b]r : ¢*(t) > 0}.
Lathatjuk, hogy ha § € [a, p(t)]r. Most alkalmazzuk a lemmét. Megjegyezziik,
hogy itt is tobb esetet kell megkiilonboztetniink.Mivel a 3 az lehet izolalt, jobb-
illetve bal stirli pont,és lehet jobb- illetve bal- szétszort. Es lehet strti. Megemlitjiik,
hogy a lemma alkamazhat6 példdul, ha § < o(8) alkalmazzuk, a lemmat ¢t =
illetve t = o(3) esetére.Ezekbsl ¢2(B8) > 0 és (2(o(8)) < 0 kovetkezik, hogy
n(B) > C(B) = n(e(B)). Ami lathatd, hogy ellentmondés mivel n névekvo fiiggvény
volt. Hasonléan kapjuk az ellentmondast minden esetre.

Bizonyoa esetekben visszakapjuk a klasszikus MLSZ-t, ugyanis a valds szdmok
halmazan o(t) = t.

g

2. Megjegyzés. Megjeqyezziik, hogy a fenti tétel dthidaldst nyijt a diszkrét es-
tre is.Ha diszkrét esetet tekintink abban az esetben minden pontra telejesiil, hogy
o(t) >t > p(t).

Tekintsiink egy példat amivel bemutatjuk a MLSZ diszkrét esetben.

Legyen p = (p; : j € Z) egy pozitiv sorozat. A p sorozatot logaritmikusan kon-
vexnek nevezziik az a,b-n ha ¢ := Inp konvex az a,b-n, abban az értelemben,
hogy Ag(Delta derivélt diszkrét esetben) nem csokkené az a+ 1,b, ami azzal
egyenértékii, hogy a 1% nem névekvoé n € a,b— 1.Hasonldéan értelmezheto, a
log-konkavitas is.
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12. Tétel. Tegyiik, fel, hogy p eqy logaritmikusan konvex sorozat vagy logaritmiku-
san konkdv sorozat az @, 00. Valamint legyen f, := j = noop; < oo minden n € Z.
Ekkor az f = lim is log-konvex vagy log-konkdv.Sokkal dltaldnosabb esetben ugyan

n—oo

azt a kovetkeztetést tudjuk meguizsgdlni ha minden k természetes szdmra f = RFp,
ahol RFp a kivetkezd forlmula adja meg

(R’“p)nzi(j_?j:_l)pj

j=n

Bizonyitds: Legyen g, := f,+1 minden n € Z.Az els6 része a tételnek egyenes
kovetkezménye a LMSZ tételnek az id6 skélan, csak meg kell jegyezniink a kovetkezoket:
b= foo := lim f, =0, g = 0. Ekkor n nem csokkend vagy nem novekvo vagy

névekvo vagy csokkend akkor ( is ugyanugy viselkedik. Ez az éaltalanosabb eset
abbdl a ténybol kovetkezik, hogy

InGn-1AG, = Z AgnAgi(n; —na)Vn € a+ 1, 0.
j=n

Tovabb alkalamazodik a LMSZ tétel. A masodik eset is konnyen igazolédik.

Hasonlé jellegii tételt jegyeziink meg bizonyitas nélkiil:
13. Tétel. Tegyiik fel, hogy p sorozar eqy log-konvex vagy log-konkdv sorozat 0, 0o

€s fn = ij minden n € 0,00. Fkkor f log-konvex vagy log-konkdv. Joval
j=0

dltaldnosabb médon ugyan olyan kévetkeztetést tudunk levonni, ha f = LFp, ahol

L¥p a kovetkezd képlet adja meg:

(Lkp)n=i<n_it§_l )pj

j=n
A tovabbikban megadunk még egy alkamazast, ez az alkalmazds technikai:
Legyen f := f(® éslegyen ¢ az 0, oo ahol, ffla) = a—{—ij és g, = Z ¢; minden
§=0 §=0
a > 0ésn € 0,00, ahol ahol p, ¢ pozitiv sorozatok ugy, hogy ¢ = ’5’ novekvo legyen

(0) (0)

az 1,00 ¢s 1y < ", ahol r@ = LZ(Példaul p; = j! é ¢; = (j/e)’ minden

j €0, 00, feltételezve, hogy 0° = 1).Ekkor a LMSZ tétel alapjan az r(©) novekvé az
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egész 0,00. Mitobb minden a > 0 esetén létezik, ko € 0,00 (J{oco} tigy, hogy (@)
csokkeno a 0, k, és novekvo a k. + 1, co-n.Diszkrét esetben a kulcselemma

Ingn—1A¢ = (7771 - Cn)gnAgn = (77n - Cn—lgn—lAgn)

. Eszrevettiik, hogy 79 novekvs az 0, co amibdl kiovetkezik, hogy Ar(® > 0 és az
el6bbi lemma alapjan 7 > r© az T, 00. Masrészt (@ = r© 4 o/g. Tehat minden

kel,o0aza:= (m— T,io))gk pozitiv és teljesiti a kovetkezo egyenletet 1, = r(ak)
tigy, hogy az lemma alakjan (Ar(@#)), =0, ez r,io‘k) = r,(f’“l Alkalmazzuk, ismét a

LMSZ tételt és annak megjegyzett kovetkezményét lathatjuk, hogy r (@) csokkend
az 0,k — 1, konstans a {k — 1, k}-n és névekvd a k, co-n. Masfelél, tekintve ismét
a lemmat dlszkret esetre észreveheto, hogy

r,(f) > 'r’,(ca_)l S = T,E:a) & o < ag,

minden a > 0 esetben, és akkor igazak az ekvivalencidk az egyenlotlense%eket kic-
seréljiik szigortakra.Partikuldrisan o < o = r,i ) > r,i )1 = 7",(g > rk = a <
ars1. A masadk implikacio kovetkezik a LMSZ tétel kovetkezményébol. Mivel-
hogy aj novekvd k-ban. Mitébb, ha a € (o, agy1) akkor r(@k-1 > r,(ga) < r,(cofl,
ugy, hogy 7™ csokkend n € 1,k és novekvé n € k, oo, figyelembe véve, hogy
k felvett minden természetes értéket. Annak érdekében, hogy lassuk, a fenti
példa(alkalmazds) gondolatmenetét tekintsiiuk egy tartdlyt amelyben valamilyen
folyadék és viz talalhaté. Az n = 0 id6 pillanatban a folyadék és a viz mennyisége
f& = o+ po valamint gy = qo, illetve a kezdeti relativ koncetracié a folyadék-
nak(a vizre nézve) réa) = (a + po)/qo-Tegyiik fel, hogy minden n idépillanatban
a folyadékot és vizet adunk a tartdlyhoz a kovetkez6 mennyiségbenAf, = p, és
Ag, = qn, gy, hogy a relativ koncetracié az n-edik id6 pillanatban n = p,, /g, és
a tartalyban n. pillanatban r®. Ha o elég nagy a kezdeti relativ koncentracié n
annak folyadéknak amelyhez hozzadunk még a késobbiekben kisebb mint a relativ
koncetracigja annak a folyadéknak ami a tardlyban van.Mindamellett legalabb ab-
ban az esetben mikor n névekedik a oo felé meghaladja az r(®-t, és utdnna mindig
novekvé marad.

Tovabbi alkalmazasokat adhatunk még ido skalan a MLSZ-ra. Egyik ilyen példa

az egyenlotlenségek vizsgalata.
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Az id6 skala analizisben nagyon sok megoldatlan kérdés talalhaté.Egyik ilyen
nagyon fontos probléma a logaritmus fiiggvény megszerkesztése. Gondoljunk csak
bele mennyire fontos lenne a diszkrét logaritmus megtaldlasa.Természetesen ezt
kiilonb6z6 halmazok strukturdk felett vizsgalhatjuk. Nagyon hasnzos a kriptogra-
fidban. A tovabbikban egy iranyt mutatunk ennek a probléma megoldédsara.
Tekintsiik az Euler-Cauchy differencidlegyenletet

t2y” =3ty +4y =0

. Ennek a megoldésai y;(t) = t* és y»(t) = t*Int. Ennek az egyenletnek a id6
skdla beli valtozata
to(t)y™® — 3ty> + 4y =

Ennek a megoldasai yi(t) = ean(t, to),y2 = ewt, t'; H@—;(T).A megodlasokat ha

megfeleltetjiik, akkor a masodik megoldasban az integral lesz a logaritmus.
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