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0 Farkas Csaba

Kakeya Problémakor

Farkas Csaba

Babes Bolyai Tudomdnyegytem, Matematika Informatika kar Kolozsvdr

(e-mail: farkas.csaba2008@gmail.com)

(Received 2009)

KivonaT. A dolgozatban a Kakeya sejtést, és a hozza kapcsolodé problémakéort
mutatjuk be. Ez a problémakor a geometriai mértékelmélethez kapcsolodik
szorosan. Kakeya vagy Besicovitch halmaznak nevezziik részhalmazatR™ (bizonyos
esetben kompakt részhalmazt is vehetiink) amely minden irdnyban tartalmaz
egység hosszii szakaszt. A mai napon a legismertebb Kakeya sejtés , hogy
minden Kakeya halmaz Hausdorff és Minkowski dimenziéja sziigségképpen n.
A kérdés (természetes varidnsaival egylitt) mar 6nmagdban is nagyon érdekes,
de jelentOsége messze tulmutat a geometriai mértékelméleten. Néhany eddigi
eredményt szeretnék élesiteni. A harmadik részben néhany irdnyt mutatunk be,

amelyek nagy jelentdséggel birnak a tovabbi kutatasok szempontjabdl.

1. Bevezeto

A tovébbiakban jelentsen p és v lokdlis Borel mértéket R™-ben, vagy egy metrikus
téren, amely egy olyan kiilsé mérték, hogy minden gémbnek véges a mértéke, és

minden Borel halmaz mérhets. A p tartéja
sptp{z € R : u(B(z,7)) > 0¥r > 0},
ahol B(z,r) egy zdrt x kozéppontu és r sugard gomb. Legyen egy A € R™ halmazra
M(A) ={p: sptp C A, sptu kompakt ,0 < p(A) < oo}

Mi(A) = {p e M(A) : u(A) =1}
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Kakeya 1

A Lebesgue mértéket jelolje R™-ben A,. Egy 0 < s < n esetén H*-val jeldljiik az

s-dimenziés Hausdorff mértéket, amit az aldbbi mdédon értelmeziink:

H*(A) = hm mf{Zdlam A C UEl,dlam( i) < 5}.

=1

Konnyen ellenérizhetd, hogy
H*(A) < 00, s <t,= H'(A)=0.
A Hausdorff-dimenziéjat egy A halmaznak a kdvetkezd képpen értelmezziik
dimA = sup{s : H°(A) = oo} = inf{s : H*(A) = 0}.
Egy kalsszikus eredmény 1930-bdl, amit a Frostman-lemménak hivunk, kimondja,

hogy egy Borel A C R™ halmazra, H*(A) > 0 akkor és csak akkor ha létezik egy
€ M(A) tigy, hogy

p(B(z,r)) <r® ahol z € R" ésr >0 (1)

Annak az igazoldsa, hogy a létezés magautanvonja, hogy a Hausdorff mérték pozitiv,
nagyon egyszerli. A forditott implikacié joval nehezebb.
Legyen most A C R". Egy 0 < £ < oo szdmra legyen N (A, ¢) a kovetkezb médon

értelmezve:

N(A, &) = min {k AC U B(x;,¢e) valamilyen z; € R"}

=1

Ekkor az fels6 illetve als6 Minkowski dimenziéjat A-nak a kovetkezOképen

értelmezziik:

dimps A = inf{s : limsup N(4,¢)e* = 0}

e—0

dim,, A = inf{s: limiglf N(A,e)e® =0}
E—
A definicidk alapjdn nyilvanvals, hogy
dimA < dim,;A < dimpy A <n

A tovabbiakban adunk egy &ltaldnos mddszert annak az igazoldsdra, hogy

Hausdorff mérték pozitividasat, hogy igazoljuk.

TETEL 1.1. Legyen 6 Borel mérték az (X,d) metrikus téren, és tegyiik fel, hogy
0(B) < c- (diamB)® minden B Borel halmazra, ahol s és ¢ pozitiv konstansok.

Ekkor H*(H) > 0(H)/c minden H C X halmazra.
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2 Farkas Csaba

BizoNYiTAS. Ha H C U2, zdrt halmazokkal vald tetszéleges lefedés, akkor
ZG Z (diamH,)".
n=1

Mivel ez minden (zért halmazokkal vald) lefedésre igaz, ezért H3(H) > 6(H)/c
minden § > O-ra, és fgy H*(H) > 0(H)/c. O

A fenti tétel szerint, ha taldlunk egy 6 Borel mértéket, amelyre O(H) > 0
és 0(B) < c- (diamB)®, minden B Borel halmazra, akkor H*(H) > 0. A
kovetkezOkben az egyik célunk ennek az dllitdsnak a megforditdsa lesz (legaldbbis
RP-ben). Megmutatjuk, hogy ha H C RP Borel halmazra H*(H) > 0, akkor van
egy fenti tulajdonsdgu 6 Borel mérték; sot, 8 valaszthaté H® megszoritasanak H

egy alkalmaz kompakt részhalmazara.

1.1. A suriségi tétel. Az 1.Tétel alabbi varidnsa gyakran alkalmazhatd.

TETEL 1.2. Legyen 6 Borel mérték az (X, d) metrikus téren, és legyen s,c > 0. Ha
HCX és

limsup ——= < ¢ 2
r—0+0 rs @)

minden x € H-ra, akkor H*(H) > 0(H)/c.

BizoNyiTAs. Legyen H, = {z € H:0(B(z,r)) <c-r*(0 <r<1/n)}. Ekkor
Hy C Hy C ... és U2 H,, = H. Rogzitett n-re legyen U2, A; a H, halmaz egy
lefedése legfeljebb 1/n dtmérdjli halmazokkal. Ha A; dtmérdje r; és x; € H, N A,
akkor A; C B(w;,7;), amibdl

< i?(Ai) <= 1%0(?(%,7@)) < ic i diamA;)
n=1 n=1 n=1 i=1

Mivel ez a H,, halmaz minden, legfeljebb 1/n dtméréjli halmazokkal valé lefedésére
igaz, ezért
0(H,) <c- Hi )y (Hy) < cH(Hy).

Itt n-nel végtelenbe tartva és felhasznélva, hogy H* és 0 reguldris kiilsé mérték, azt
kapjuk, hogy H*(H) > 6(H)/c. O

A 2. Tétel dualitisa a kovetkezo.
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Kakeya 3

TETEL 1.3. Legyen 6 Borel mérték az (X, d) metrikus téren, és legyen s,c > 0. Ha

HcCXés _
0(B(z,r))

limsup ————= > ¢ 3
r—0+40 re ®)

minden x € H-ra, akkor H*(H) < 2°0(H)/c.

BI1zoNYITAS. Legyen 6 > 0 adott. Azok a B(z,r) zart gdmbok , amelyekre r < §/2
és 0(B(x,7)) > c-r°, a Halmaz vagy Vitali-fedését alkotjak. [gy kivélaszthatunk

koziiliik egy diszjunkt B(x,,r,) sorozatot tigy, hogy vagy Yoo Ty = oo, vagy
pedig H*(H \ B) = 0, ahol B = U, B(x,,, 7). Az elsb esetben
o0
> ZH(E(&:”,T”)) > CZ’/‘Z =
= n=1
és ekkor a tétel allitdsa nyilvanvalé. A masodik esetben
Hi(H) < H;(H\ B)+H;(B) <
§0+Z(2rn) (2°/c) - ZQ (TnyTn))
n=1
WM-()
Mivel ez minden é-ra igaz, igy H*(H) < 2°-6(X)/c. O
TETEL 1.4. Ha H C X és H® < oo, akkor
S(HNB
1 < limsup H(Q—‘W <95 (4)
r—0+0 re

‘H?®-majdnem minden x € H-ra.

Bi1zoNYITAS. Mivel H* Borel reguléris, feltehetjiik, hogy H Borel. Adott ¢ > 0-ra
legyen A, = {z € H : limsup < 1—e}. Alkalmazzuk a 2. Tételt a §(B) = H*(HNDB)
(B C X Borel ) valasztdssal. Azt kapjuk, hogy H®*(A:) > H*(A:)/(1 — ¢),
tehdt H*(A:) = 0. Ebbdl vildgos, hogy (3) elsé egyenlStlensége teljesiil H*-
mm. x € H-ra. A masodik egyenlétlenség igazoldsahoz megismételjiik a 3.
Tétel bizonyitasanak gondolatmenetét. Legyen § > 0 és ¢ > 0 adott, és legyen

= {x € H : limsup > 2°(1 +¢)}. Azok a B(z,r) zirt gémbok, amelyekre
r<6/2és HS(HNB(z,7)) > 2°(1+¢) - r° teljesiil, a D, halmaz egy Vitali-fedését
alkotjék. gy kivalaszthatunk koziiliik egy diszjunkt B(zy,ry) sorozatot gy, hogy
vagy > oo rs = oo vagy pedig H*(D. \ B) =0, ahol B = N2, B(xp, ry,). Az elsd

eset lehetetlen, hiszen

(1+¢)- i i B(zp,mn)) < H(H) < 00
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4 Farkas Csaba

Igy
H3(H) < H3(H \ B) + H3(H 1 B) <

<H(H\B)+ i@rn)s <
n=1
2% —

HY(H N B(xp,rm)) =

SHS(H\B)‘FZW'

— [H*(H) — H*(H N B)] + %HHS(H nB) =

€
1+¢

€
C1+4e
Itt d-val nulldhoz tartva azt kapjuk, hogy H*(H) < H*(H) — ;5. H*(D:), tehdt
H? (D) = 0. Ebbél vildgos, hogy (3) mésodik egyenlétlensége is teljesiil H®-m.m.

x € H-ra. O

H(H) — ——H(HNB) <

H(H) H*(De)-

1.2. Frostman-lemma.

TETEL 1.5. Legyen H C X olyan Borel halmaz, amelyre 0 < H® < oo. Ekkor
létezik eqy O Borel mérték X -en gy, hogy O(H) > 0 és

0(B) < (diamB)* (5)
minden B Borel halmazra, ahol ¢ > 0 konstans.

Bi1zoNYITAS. Legyen
H,={zeH:HHNB(z,r)<(2°+1)-r*(0<r<1/n)}.

Mivel U2, H,, a H halmaz H®-m.m pontjit lefedi, van olyan n, amelyre H*(H,) >
0. Legyen §(B) = H*(B N H N H,) minden B Borel halmazra. Ekkor # olyan
Borel mérték, amelyre §(H) > H*(H,) > 0. Beldtjuk, hogy (4) teljesiil minden
Borel halmazra., ahol ¢ = max ((2°+1) 2%, (2n)*H*(H)). Nyilvén feltehetjiik,
hogy 0 < diamB < oo és BN H,, =# (). Ha diamB = r < 1/2n, akkor vélasszunk
egy x € H, pontot, amelyre dist(x, B) < r. Ekkor B C B(z,2r) és igy 2r < 1/n és
r € H, miatt

0(B)legfd(B(x,2r)) < H*(H N B(x,2r)) < (2° +1)-2°-r® < ¢- (diamB)®.
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Kakeya 5

Ha viszont diamB > 1/2n, akkor
0(B) < H*(H)=[(2n)*H*(H)]1/(2n)° < ¢ (diamB)°.

O
A tovabbiakban célunk annak a bizonyitasa, hogy - legaldbbis RP-ben - az 5.Tétel
allitdsa minden Borel halmazra igaz, amelynek Hausdorff-mértéke pozitiv. Az
alabbi tétel fogjuk belatni.

TETEL 1.6. Egy H C R? Borel halmazra akkor és csak akkor teljesil H*(H) > 0,
ha létezik egqy 6 Borel mérték RP-n igy, hogy O(H) > 0 és O(H) < c - (diamB)?*

minden B Borel halmazra, ahol ¢ egy pozitiv konstans.

Az 1.Tétel és az 5.Tétel birtokdban ehhez nyilvan elég a kovetkezd tételt

bizonyitani.

TETEL 1.7. Legyen H C RP olyan Borel halmaz amelyre H*(H) > 0. Ekkor létezik
eqy K C H kompakt halmaz, amelyre 0 < H*(H) < oo.

A fenti tétel allitasa - szemben az 1-5. Tételekkel - mar nem igaz minden metrikus
térben. Két példat mutatunk.

Ha az (X,d) metrikus tér nem szepardbilis. akkor van olyan Y
nemmegszamlalhaté részhalmaza gy, hogy Y barmely két pontjanak a tavolsaga
nagyobb mint egy rogzitett & > 0. Ekkor Y zart, és Y-t nem lehet lefedni
megszamlélhatéan sok legfeljebb § 4tmérdjii halmazzal, tehat H*(Y) = H3(Y) = oo
minden s > 0-ra. Ugyanez érvényes Y minden nem-megszamlalhaté részhalmazéra
is. A megszamlalhaté részhalmazok mértéke nulla, tehat Y-nak nincs pozitiv véges
mértéki részhalmaza.

A mésodik példdhoz feltessziik a kontinuum-hipotézist. Legyen {U, : a < w1}
a sikbeli véges linedris mértéki G-k egy felsoroldsa. Ekkor A2 (UB caUy) = 0,
tehat véalaszthatunk egy z, € R?\ U6<a Us pontot minden o < wi-re. Ekkor
X = {x4 : @ < wi} olyan halmaz, amelyre H'(X) = oco(mert X-et egyik U, sem
fedi el), és X minden részhalmazénak linedris mértéke vagy nulla vagy végtelen. Ha
ui. Y C X és H' < oo, akkor Y C U, valamelyik a-ra, amibdl Y C {zg: 3 < a},
tehat Y megszamlalhaté és H1(Y) = 0.

Meg lehet mutatni, hogy a 7.Tétel allitasa igaz minden lengyel térben. Ennek a

bizonyitasa azonban rendkiviil bonyolult, ezért mi csak az RP-re vonatkozo tételt

ip—1 1 . .
X [PQk ’211’6> :zl,zg,...,zpeZ}

bizonyitsjuk. Legyen
ip—1 4
P 31 1
o=t 5)
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6 Farkas Csaba

minden k egész szamra. A fenti rendszer elemeit k-adrendii diadikus kockénak
nevezzik. Legyen DP = Uiooo D}. Konnyti belatni, hogy ha A és B kiilonbz§
diadikus kockak, akkor az A C B és B C A és AN B = () relacidk pontosan egyike

fennall. Ebbdl a megfigyelésbol azonnal kovetkezik, az alabbi lemma.

LEMMA 1.8. Legyen A diadikus kockdknak egy olyan rendszere, amelyben a kockdk
élhossza egy kiozds korldt alatt marad. Ekkor A minden eleme lefedhetd mazimdlis
A-beli kockdval. Ha B jelélu az A-beli mazimdlis kockdk halmazdt, akkor B elemi
pdronként diszjunktak és | JB = A

Tetszoleges H C RP és s > 0 esetén legyen
mj = inf {Z(diamAn)s tHC A Ane| DM (n=1,2, )}
n=1 n=1 1=k

Vildgos, hogy mj kiilsé mérték minden k-ra, és 0 < 7 < k esetén
mi(H) < mj(H).
LEMMA 1.9. Tetszéleges H C RP halmazra teljesilnek az aldbbe dllitdasok.
(i) H*(H)=0< m§(H) =0.

(i) Ha m§(H) = 0, akkor minden ¢ > 0-hoz van olyan H C G nyit halmaz,

amelyre m§(G) < €.

(ii) Ha H korldtos, i > 0 egész, és 0 < ¢ < mf(H), akkor van egy K kompakt
halmaz gy, hogy m3(K N H) = c.

Bi1zoNY{TAs. (i) Legyen m§(H) = 0. Ekkor minden & > 0 és 6 > 0-hoz van olyan
H c U,~, A, (kockdkkal torténd) lefedés, amelyre

z:(diamAn)S < min(e, §°).

n=1
Ekkor diamA,, < ¢ minden n-re, tehat H3(H) < €. Mivel ez minden é-ra igaz, ezért
HE(H) < e, amibdl H*(H) = 0.
Most tegylik fel, hogy H*(H) = 0. Legyen 0 < ¢ < 1 adott és vegylink egy
H c |2, A, lefedést, amelyre

n=1
bl 13
(diamA,,)* < ———.

Feltehetjiik, hogy mindegyik A, halmaz legalabb kételemii. Legyen diamA,, = ry;

ekkor 0 < r, < 1 minden n-ra. Valasszunk olyan k,, egészeket, melyekre

9~ kntl <r, < 9= Fkn
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Kakeya 7

Az A,, halmaz barmelyik tengelyre vett vetiiletének atmérdje legfeljebb 7, < 27*n,

i—1 )

tehat egy ilyen vetiilet legfeljebb két [2,7, 2’7) alaku intervallum metszhet. Ezért
A, lefedheto legfeljebb 2P darab k,-edrendii diadikus kockaval, ahol k,, > 0. Ebbol

() <23 (V5 2) = 2oL 3 (@) <yl 3 ) <
n=1 n=1 n=1

Ezzel belattuk, hogy m§(H) = 0.
(ii) Vegylink egy legaldbb O-adrendii kockdkkal torténd H C |, A, lefedést,

amelyre
oo

Z(diamAn)s <¢e/3P.

n=1
Jeloljiik B,,-el annak a 3P darab A,,-nel azonos méretii diadikus kockdnak az unigjat
amelyek lezartja metszi A, lezartjat. Konnyi ellendrizni, hogy A, C intB,
minden n-re, teht a G = |J,—_, intB,,, nyilt halmaz lefedi H-t.Az is vildgos, hogy
m§(G) < e.

(iii) Legyen @ egy H-t tartalmazé zart kocka, és legyen f : [0,1] — @ folytonos

sziirjekci6. Ekkor a

g(x) = mi(H 0 f([0,2]))() (= € [0,1])

fiiggvény monoton nové, g(0) = 0 és g(1) = m?(H). Beldtjuk, hogy g folytonos.
Ha 0 <z <y <1, akkor

9(x) < g(y) = mi(H N [f([0,2]) U f([z,y])]) < g(x) +m3(f ([, y]))-

Ha y elég kozel van z-hez, akkor f([z,y]) &atmérbje tetszOlegesen kicsi
lehet, és igy lefedheté 2P darab tetszélegesen kicsi diadikus kockaval. fgy
limy, . z40m{(f([z,y])) = 0 vagyis g jobbrdl folytonos z-ben. Ugyanigy lathatd
be, hogy g balrdl folytonos, minden y € (0, 1] pontban. A feltételekb&l kovetkezik,
hogy g(z) = ¢ egy alkalmas x € [0,1]-re tehdt a K = f(]0,z]) halmaz kielégiti a
kért feltételeket. m|

LEMMA 1.10. Ha k < n, akkor D} elemei mérhetdek az m$ kilsé mértékre nézve.

B1zoNY{TAs. Legyen @ € DY adott. Legyen A € DF(i > n) akkor vagy AsuQ
vagy AN Q = 0 teljesiil. Ez azt jelenti, hogy ha egy H halmazt lefediink legaldbb
n-edrendi kockaval, akkor ezek koziil Q) részhalmazai lefedik H NQ-t, a tobbi pedig
H\ Q-t. fgy m3 (H) > ms(H N Q) +ms(H \ Q), vagyis Q mérhetd. m
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8 Farkas Csaba

Legyen 6 kiils6é mérték X halmaz Osszes részhalmazéan. Azt mondjuk, hogy 6
alulrél folytonos, ha valahdnyszor H,, C X(n =1,2,...) és H; C Hs C ..., akkor

0 (D Hn> = lim 6(H,).

n=1
Beldthat6 (elég bonyolultan), hogy mg alulfol folytonos RP-ben.

Tekintstik az alabbi lemmat.

LEMMA 1.11. Ha H C RP? Borel és H*(H) > 0 akkor van olyan kompakt K C H
halmaz, amelyre H*(K) > 0.

Bi1zoNYITAS. Tudjuk, hogy RP-ben minden Borel halmaz el4all mint egy lengyel tér
kolesondsen egyértelmii és folytonos képe. Legyen H = f(X), ahol (X, d) lengyel
tér és f folytonos bijekcié X-rél H-ra. Legye 6(A) = mi(f(A)) minden A C X
esetén. Ekkor 6 kiilsé mérték és mivel m{ alulrdl félig folytonos, ezért 6 is hasonlé
tulajdonsdggal bir X-en. A feltétel szerint H*(H) > 0, tehdt m§(H) > 0, és igy
0(X)=mi(H) > 0. Rogzitstink egy 0 < ¢ < §(X) szadmot.

Elég bizonyitani, hogy van olyan Ky kompakt halmaz X-ben, amelyre a 0(Ky)) >
0. Valéban, ekkor a K = f(Kj) olyan kompakt részhalmaza H-nak, amelyre
m§(K) > 0, azaz H*(K) > 0.

Minden szeparabilis metrikus tér el6dll mint olyan nem ftres zart halmazok
megszamlalhaté unidja, melyek atméréi nem nagyobbak egy elére megadott o-
nal: vehetjiik azokat a §/2 sugari zart gdmboket, amelyek koézéppontjai befutjak
egy stirt megszamldlhaté halmaz pontjait. Legyenek Bl(n = 1,2,...) legfeljebb 1

atmérdji nemiires zart halmazok, melyek lefedik X-et. Ekkor

[eS) N
_ 1) _ g 1
c<f(X)=16 <Uan> = Jim ¢ <U13n> ,
tehdt valaszthatunk egy N; indexet gy, hogy az Fy = Uﬁ;lB}l halmazra 6(Fy) > ¢
teljesiiljon. A zart B} halmazok (mint X alterei) szintén szepardbilis metrikus
terek, tehét eléallnak mint megszdmldlhatéan sok legfeljebb 1/2 4tmérdjii halmazok

uniéi. Ezeket a halmazokat egyetlen sorozatba rendezve egy B2 sorozatot kapunk,

oo

a kovetkez6 tulajdonsdgokkal: Fy = U2, B2, és mindegyik B2 halmaz nemiires

zéart, része valamelyik B,i—nek, és az dtmérdje legfeljebb 1/2. Ekkor
0o N
_ 2| _ 1 2
c<f(X)=16 <U13n> = Jim ¢ <U13n> 7
tehat vélaszthatunk egy No > Nj indexet ugy, hogy az Fy, = UgilBi halmazra
0(Fy) > c teljesiiljon. Azt is feltehetjiik, hogy minden n < Nj-re legyen olyan
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Kakeya 9

m < Na, amelyre B2 C Bl. Az eljarast folytatva kapunk egy Bf(n = 1,2,..))
és Fy, halmazokat minden k-ra. Beldtjuk, hogy a Ko = N2, F} halmaz kielégiti a
feltételeket. A K halmaz zart és teljesen korlatos, hiszem minden k-ra lefedhetd
Ny, darab legfeljebb 1/k dtmérdjli halmazzal. Ebbél kévetkezik, hogy Ky komapkat.

Megmutatjuk, hogy 6(ko) > 0. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Ekkor
mg(f(Ko)) = 0(Ko) =0,

tehat van egy f(Ko) C G nyilt halmaz, amelyre m§(G) < c. Legyen U = f~1(G).
Ekkor U egy Ko-t tartalmazé nyilt halmaz, amelyre (U) < ¢. Mivel (X\U)NK =
0, X \ U zért és Ky kompakt, ezért dist(X \ U, Ko) > 0.

Megmutatjuk, hogy ha 1/k < dist(X \ U, Ky) akkor F, C U. Legyen
xr € Fj tetszbleges. Ekkor x € Bka valamely ny < Ng-ra. A konstrukciébdl
kovetkezben egymas utan vélaszthatunk olyan ngy1,ng2, ... indexeket, amelyekre
By D Byl D ... A NZ.B) metszet nemiires, mert Bj, nemiires, zdrt,
diamB;,, < 1/i minden i-re, és az X tér teljes. Ha y € N2, B, , akkor y € Ky és
y € BY | tehat

d(z,y) < 1/k < dist(X \ U, Ky)

alapjan z € U. Ezzel belattuk, hogy Fj, C U. Ez azonban lehetetlen, hiszen
0(Fy) > ¢, mig §(U) < c. Ez az ellentmondds bizonyitja, hogy 0(Ky) > 0, amivel a
lemmat beldttuk. a

1.3. A 7. tétel bizonyitasa. BizonviTAs. A diadikus kockdkat hatérold
hiepesikokat diadikus hipesikoknak fogjuk nevezni. Eloszor feltessziik, hogy
H*(H N S) = 0 minden S diadikus hipersikra. Mivel a diadikus hipersikok szdma
megszamlalhato, ezért ezeket H-bol levonva H Hausdorff-mértékre nem véltozik,
vagyis pozitiv marad. Feltehetjiik tehat, hogy H egyetlen diadikus hipersikot sem
metsz. Feltehetd, az el6zdek alapjan, hogy H kompakt. Ebbdl kovetkezik, hogy
H N Q kompakt minden @ diadikus kockéra, hiszen HNQ C HNQ = HN Q.

A H N QQ € Df) halmazok legaldbb egyikének a H*-mértéke pozitiv.
Rogzitsiink egy Qo € DY kockat, amelyre H*(H N Qp) > 0.

Legyen Ko = H N Q. Legyen i > 0, és tegylik fel, hogy K; C @y kompakt
halmazt mar konstrudltuk. Legyen Q € DY, Q C Qo tetszSleges. Mivel

mi(K;NQ) <mi,(KiNQ),
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az elézéek alapjan létezik egy E9 kompakt halmaz, amelyre

mi (BYNK;NQ) =mi(KiNQ).
Nyilvan feltehetjiik, hogy E¢ C K; N Q. Legyen

Kivi = J{E?:Q € D},Q c Qo}.
Ekkor K,y C K; komapakt, és

miy1(Kipy1 NQ) =mi(K;NQ)
minden @ € DP-re. Az el6z8 lemmak alapjan felhaszndlva ebb6l kovetkezik, hogy
mi i (Kiy1) = mj(K;).

Ezzel a K; halmazokat minden i-re definidltuk. Legyen K = UZOZO K;. Ekkor K
komapakt, és K C H. Ekkor m$(K;) = m§(Ky) minden i-re. Mivel

mi (K) < mji(K;) = mg(Ko)

minden é-re, ezért m®(K) < m§(Kop) < (diamQo)?®, tehdt H*(K) < oo.
Most belétjuk, hogy H*(K) > 0. Elég beldtni, hogy m{(K) > 0.
Eloszor megmutatjuk, hogy ha 0 < i < n, akkor

mi (K, N Q) =mi(K;NQ) (6)

minden @ € DV-re. Ezt rogzitett n-re i szerint. visszafelé haladé indukcidval
bizonyitjuk. Az &llitds i + 1-re igaz. Nyilvan elég beldtni, hogy a fenti egynlGség
baloldala nem kisebb a jobb oldalnal. Tekintstiik K, N Q egy lefedését legalabb
i-ed rendi diadikus kockakkal. Feltehetjiik, hogy ezek mindegyike része Q-nak. Ha
ezek kozott van @Q-val egyenld, akkor lefedés altal meghatdrozott Gsszeg legalabb
(diam@)* > m{(K; N Q). Ha viszont lefedé kockdk mindegyike valddi része Q-
nak, akkor ezek a kockdk mind legaldbb ¢ + 1l-edrendiiek, tehat a lefedés altal
meghatdrozott Osszeg legaldbb mj (K, N Q). Mérmost az indukcids feltevés
szerint mj, (K, NT) = m$,;(Ki11 NT) minden T € D7, ,,T C Q esetén és igy
mi (K, N Q) =mi(Kiy1 NQ). Itt a jobb oldal éppen mf(K; N Q)-val egyenld,
amivel beldttuk (5)-t.

Ha (5)-t alkalmazzuk ¢ = O-ra, akkor azt kapjuk, hogy m§(K,) = m(Ko)
minden n-re. Ebbdl mar egyszeriien kévetkezik, hogy m§(K) = m§(Ky). Ha
ugyanis legalabb 0-adrendii diadikus kockék egy rendszere lefedi K-t, akkor - amint
azt a bizonyitas elején megallapitottuk - ezen kockdk belsejei is lefedik K-t.Mivel

Ky D K; D ... kompakt halmazok és () —, K ezért a lefedd kockdk belsejei a
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K-t is lefedik minden elég nagy n-re. fgy a lefedés altal meghatarozott Osszeg
legalabb m{(K,,) = m{(Kp)). Ezzel a tételt belattuk abban az esetben amikor
H*(H NS) = 0. minden S diadikus hipersikra. Ez a feltétel a p = 1 esetben
biztosan teljestil, hiszen ekkor a diadikus hipersikok pontok, és H?® eltlinik a véges
halmazokon.

Az altalanos esetet p szerint indukcidval bizonyitjuk. Legyen p > 1, és tegyiik
fel, hogy az allitas p — 1-re igaz. Legyen H CRP é H*(H) > 0. Ha H5(HNS) =0
minden S diadikus hipersikra, akkor, mint lattuk, a tétel allitasa igaz. Ha viszont
van olyan S hieprsik, amelyre H*(H N .S) > 0, akkor az indukcids feltevés szerint
H N S-nek van olyan kompkat K részhalmaza, amelyre 0 < H*(K) < oo. O

Ennek az allitasnak bizonyitasara azért volt sziikség, mert a sikbeli valtozathoz
szilkkséges a Frostman lemma. Egyébként egy jé moddszert adtunk annak a

kikiiszobolésére, hogy valaminet a Hausdorff dimenzidja (mértéke pozitiv).

2. A Kakeya feladarol

2.1. Rovid torténeti attekintés. A Kakeya feladatnak a mai napon
nagyon sok féle megfoglamazasa ismert. A legegyszeriibb a kovetkezo. Ertelmezziik
a Besicovitch halmazt a kovetkezo képpen E C R™ ahol n > 1 egy olyan halmaz
amely minden irdnyban tartlamaz egység szakaszt . A [15], [3], [4], dolgozatokban
azt sejtik, hogy egy ilyen halmaznak a Hausdorff dimenziéja n. Egy gyengébb
verzidja ennek a sejtésnek az, hogy ilyen halmaznak a fels6 Minkowski dimenziéja
n. Egy er6sebb varidnsa pedig a [6], [15] dolgozatokban, az, hogy Kakeya mazimal
fiigguény Ks f(w) = supy, I—%I S 1f], ahol & > 0 rogzitett kicsi szdm, w € S"7,
ésT 1x0...6 cs6, ami padrhuzamos w-val, korldtos L™ (R"™), C.6~¢ korlattal minden

e > 0-ra.

Nézziikk meg, hogy honnan is indult ez a matematikai feladat. Vannak
matematikai problémak, amelyek els6 pillantasra minden jelentoséget nélkiiloznek,
és a feliiletes érdekességen kiviil nem tiinnek sem fontosnak, sem hasznosnak.
Evtizedek multdn azonban kideriil, hogy a probléma nagyon is inspiralé volt,
és hogy az elmélet milyen sokat koszonhetett a probléma megolddséra iranyuld
kisérleteknek vagy a megoldasbdl kiindulé djabb kutatdsoknak. Ezek azok a
problémak, amelyek az elméleti, ”absztrakt” matematika és a pejorativ értelemben

hasznalt in. ”problémamegoldd” matematika szembedllitasat értelmetlenné teszik.
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12 Farkas Csaba

Ilyen inspirald probléméanak bizonyult a kovetkezd kérdés, amelyet S. Kakeya japan
matematikus vetett fel 1917-ben:

Melyik az a legkisebb teriiletii sikbeli tartomany, amelyben egy egységnyi
hosszusagu szakasz megfordithatd, azaz folytonos mozgassal énmagaba vihetd ugy,
hogy kozben 27m-os fordulatot tegyen?

Nevezziik K-halmaznak azokat a sikbeli tartoméanyokat, amelyekben egy egységnyi
hosszisdgu szakasz megfordithaté. Az egységnyi atméréjii korlap nyilvan K-
halmaz, hiszen az atméréjét a kézéppont koriil megforgatva a kérlapban maradunk.
Ez tehét egy /4 = 0,78 teriiletli K-halmaz.

Abram Samojlovich Besicovitch (1891-1970) szdzadunk egyik legeredetibb
gondolkozast matematikusa volt. Oroszorszdgban sziiletett, de 1924-ben elhagyta
az orszdgot; egy évet Koppenhdgdban toltott (ahol Pal Gyula is miikodott),
majd Anglidban telepedett le. Besicovitch 1920-ban publikalt egy dolgozatot,
amelyben - a Kakeya-probléméarél mit sem tudva - olyan nullteriileti sikbeli
halmazt konstrudlt, amely minden irdnyban tartalmaz egységnyi hosszisagu
szakaszt. Oroszorszag akkori izoldltsaga miatt Besicovitch cikke nem jutott el a
nemzetkozi matematikai koztudatba, aminthogy a Kakeya-probléma sem jutott el
Oroszorszagba. De Besicovitch emigracidéja utan az eredmény hamarosan ismertté
valt. Besicovitch eredeti konstrukcidja olyan nullteriileti halmazt ad meg, amely
minden irdnyban tartalmaz egységnyi hosszisagu szakaszt. A nullteriileti halmaz
fogalmdnak dltaldnositdsa az dn. nullmértéki halmaz. (Egy halmazt akkor
neveziink nullmértékiinek, ha lefedheté téglalapok olyan végtelen sorozataval,
amelynek a teriiletosszege tetszélegesen kicsi lehet.) A nullmértékii halmazok,
béar lényegesen nagyobbak lehetnek, mint a nullteriiletiiek (példdul nem feltétleniil
korldtosak), még mindig "kis” halmazoknak tekinthet6k. Besicovitch megmutatta,
hogy van olyan nullmértékid halmaz, amely minden irdnyban tartalmaz teljes
egyenest. Besicovitchnak ez a tétele donté hatéassal volt a geometriai mértékelmélet
fejlédésére. Kideriilt, hogy ez a tény a sikbeli halmazok szerkezetének megértését
nagy lépéssel viszi elobbre, és alapveté fontossagu a kétvaltozds fliggvények és
a mértékek integrélasanak elméletében. Felmeriilt a kérdés, hogy vannak-e
hasonl6 tulajdonsiagi halmazok a térben vagy még magasabb dimenziéban. Ha
a sikbeli Besicovitch-halmazt egy egyenes koriil megforgatjuk, akkor olyan térbeli
nullmértékii halmazt kapunk, amely minden (térbeli) irdnyban tartalmaz egyenest,
azaz minden térbeli egyenesnek tartalmazza egy eltoltjat. De van-e olyan térbeli
nullmértékii halmaz, amely minden siknak tartalmazza egy eltoltjat? Ezt a kérdést

csak 1979-ben sikeriilt megoldani, amikor is J. M. Marstrand (Besicovitch egyik
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tanftvanya) megmutatta, hogy ilyen halmaz nem létezik! A kovetkezd dltalédnos
kérdés az volt, hogy adott n > k esetén van-e az n dimenziés térnek olyan
nullmértékii részhalmaza, amely minden k dimenziés in. hipersiknak tartalmazza
egy eltoltjat. A kérdést K. J. Falconer dontotte el 1980-ban; kideriilt, hogy k£ = 1
esetén van ilyen halmaz, de &k > 1-re nincs. De térjiink vissza a sikral 1968-ban
Besicovitch és R. Rado, valamint téliik fiiggetleniil J. R. Kinney konstrualtak olyan
sikbeli nullmértékii halmazt, amely minden r-re tartalmaz r sugari korvonalat;
tehdt minden sikbeli korvonalnak tartalmazza egy eltoltjat. 1971-ben R. O. Davies
olyan nullmértékii halmazt konstruélt, amely minden sokszogvonalnak tartalmazza
egy eltoltjat. Kiilonos mddon ennél altaldnosabb goérbékre nem sikertilt hasonld
halmazokat konstrudlni. Nem ismeretes példaul, hogy van-e olyan nullmértéki

halmaz, amely minden ellipszisnek tartalmazza egy eltoltjat.

3. Dimenzié becslések

3.1. Jelolések. Az mondjuk, hogy A > B ha létezik egy olyan C konstans,
hogy A > CB. A C univerzalis de sorrdl sorra valtozhat. Ugy értelmezziik a
lejtéket mint R U {oo} elemeit, és egy r lejtét valddinak mondunk ha r # —1. Ha
X egy véges halmaz, a #(X) jelolést hasznaljuk X elemszdmaira. Azt mondjuk,
hogy X' egy finomitdsa az X-nek ha X' C X és #(X') ~#(X). Ha f : X = Y
egy leképezés, akkor x ~; =’ a f(x) = f(2')-t jelenti. Ez a kovetkezd ekvivalencia
osztalyokat [a:]SCX) ={2' € X : x ~; 2’} hatdrozza meg. Hasonléan értelmezziik

[:v]gf);) = [ac];X) N [x] E,X), stb. A Cauchy-Schwarz alapjén észrevessziik a

#({(21,22) € X x X 151~ s2}) > #(X)?/#(Y). (7)
egyenl6tlenséget. Ha f; : X — Y, leképezések i = 1,... .k és F : X — Y egy
mésik leképezés, azt mondjuk F meghatdrozott f1,..., fr X-n ha [m]gci{)fk - [a:]%X)
minden x € X. Ha az identikus leképezés X-n az f1, ..., fi dltal meg van hatarozva,
akkor azt mondjuk, hogy X-t fi,..., fx parametrizdlja.

Legyen tetszOleges Xi,..., X és 1 < i < k, ekkor értelmezziikk a koordinata
fiiggvényeket v; : X7 x ... x X — X; melyre v;(z1,...,2x) := z;. Iletve
vij X1 x ..o x X — X; x Xj melyre v, j(z1, ..., zx) = (24, 25).
Ha f: X — Y egy X véges halmazt képez le egy masik véges Y halmazra, akkor
jeldlje:

X<I> 1= {w e X : #((aly) = #(X)/#(Y)}.
Vildgos, hogy #(X\X</>) < #(X)/2 és X<F> finomitdsa X-nek. Az X</><9>
a (X </>)<9>_t jelenti.
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Ha f(z) halmazértéki fiiggvény X-n, akkor (J f(X) a U,cx f(7)-t jelenti.

3.2. Minkowski dimenzié becslés. Legyen Z egy valés vektor tér.
Minden r € R lejtére, 7, : Zx Z — Z am.(a,b) := a+rbhar # 0o és mx(a,b) :=b
kiilonben. Minden két r # 1’ esetén a kovetkezd fontos tulajdonsigot vessziik észre:
7 x Z-t parametrizélja a m,., m,.. (8)
Két r, 1’ lejtére, értelmezziik m.gr : (Z X Z) x (Z X Z) — Z X Z amit
Trer (g, 9") = (m:(g), T (¢")) csatolds ad meg.
ERTELMEZES 3.1. Legyen R wvéges sok wvalodi lejték halmaza, és a« € R. Azt
mondjuk, hogy SD(R, «) teljesiil, ha #(G) < sup,cp #(mr(G))* amikor G C Zx Z
egqy véges halmaz és

G pararmetrizdalva van w_y dltal (9)

Azt mondjuk, hogy SD(a) teljesil, ha minden € > 0 létezik R véges valddi lejtdk
halmaza 1gy, hogy SD(R,a + ¢€) teljestil.

Bourgain magyardzata alapjan ([4]-ben)latjuk, hogy ha a SD(«) maga utén
vonja, hogy Besicovitch halmaznak a felsé Minkowski dimenzidja legalabb > + ’IT_l

Ugyancsak ([4]) lathatjuk, hogy SD({0,1,00},2— 1) igazolva van. Terence Tao
és Nets Hawk Katz ([8]) igazoltdk, hogy SD({0,1,00},2 — 1), majd

TETEL 3.2. [8] Igaz a kovetkezd

SD <{0, 1,2,00},2 — i)

BiZONYITAS. Legyen N := sup,c (o1 2,00} (#(7(G))), ekkor igazolnunk kell, hogy
#(G) S N/
Ertelmezziik a V C G x G halmazt a kovetkezdképpen

Vi={(9,9) € GXxG:9r~n g} =1{((a,b1),(a,b2)) : (a,b1), (a,by) € G}.

Bevezetjiikk a v : V — Z fiiggvényt, amelyet a kovetkez6 képpen adunk meg
v((a,b1),(a,b2)) == a+2by —ba. Mivel v = T30y — Moo 072 = 2T 07y — T O Y2
lathatjuk, hogy v a mage illetve migi altal meg van hatarozva. Mivel v =
200 01 + 71 072 és (9) alapjdn belathatjuk, hogy V-t v, 1 01 parametrizalja.

Legyen vs at V kovetkezd finomitdsdbol V <m1@1>:<M28%> ooy elem. A szerkesztés

alapjan

#({(v1,00) € VETOZ XV 209 oy 01 gy v0}) 2 #(V)? /N
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Minden vg-hoz 1étezik legtobb egy v amelyik megfelel a (8). Mivel v-t m1g1 63 Tageo
meghatarozza, ezért #([UOL(,V)) > #(V)2/N*. Mésrészt, V-t parametrizélja a v és
Too © 71, tehdt #([vo],(jv)) < #(moo 071(V)) < N. Osszegenve ezeket #(V) < N3/2,
Mésrészrél a (7) alapjan #(V) > #(G)?/N. Amibél a bizonyités teljesen vilagos. O

Adjunk egy A&ltaldnosabb kijelentést a 3.2 tételre, ahol az r; lejték joval
altalanosabbak. Legyen G rogzitett és rg egy valédi lejto, valamint V. = V7o =
{(9,9') € G? : g ~n, 9’} Rogzitsiink egy tjabb rog # 79 lejtét és s # 0 valés

szamot, valamint értelmezziik a kovetkez6 figegvényt v: G — Z

v(g,g') = smr_(9) +7-1(9").

Minden r # 79,7 valddi lejtére, legyen r’ olyan egyértelmii lejt8, hogy v-t

meghatdrozza a m.g, V-n, vagy

8Ty (9) + 7-1(9") = xm(9) 4+ yme (9') + 2(7r, (9) — 7ry (97))

valamilyen x,y, z € R esetén. Az r’-re igy hivatkozunk mint az r dudlis lejtéje r
és v fiiggvényében. Abban a sajdtos esetben rg = 0, 7o = 00, 7’-ra a kovetkezd
S

teljesiil 2 — % =1.

Mivel V-t parametrizdlja a v és m,__ o y1, ezért
#([v)])) < # (7, (@) for all v € V. (10)

Mésrészt, ha ri,7re Ugy, hogy ri,72,71,75, —1,70,70 hat lejték legyenek
kiilénbozéek, akkor (8) alapjdn V-t parametrizdlja a 7, g és m,gm. Ekkor a

kovetkezd tételhez jutunk.
TETEL 3.3. A fentiek alapjin SD({rg,m1,71,72,75, oo }, %)

A hétrany a 3.2 Tétellel szemben, hogy most 6 lejtére volt sziikségiink, a négy
helyett. Az elény az, hogy kézenfekvobb a hat szeletet kivalasztani.

Javitani tudjuk Z kitevét, ha figyelembe vessziik a kovetkez6 lemmaét:

LEMMA 3.4. Legyenek G,rg,r,V,v mint a fentickben. Legyen ri,...,7% olyan
lejték, hogy az aldbbi 2k + 2 lejtd

{70y ooy 1y e v ey Ty Tl e o s T} (11)

legyen valddi és kilonbozd. Legyen N > 1 olyan, hogy #(7-(G)) < N minden r-re
(11)-ban. Minden vy € Z, esetén legyen G,, C G

G, =t (w)={9€G:(9,9) €V ésvig,g') = vy valamilyen g’ € G}.
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Ekkor
#(Gy) < N (12)

minden vy € Z. Mitébb, létezik egy vo € Z és egy finomitdsa G,-nek, ami G,

igy, hogy
/ #(Gy,)
7 (Gl) S #(V)/N? (13)

minden j =1,...,k esetén.

KOVETKEZMENY 3.5. Minden 1 < 3 <2, esetén SD (3) = SD (4;;;) .

Bi1zoNYITAS. Nyilvdnvald, hogy elég igazolnunk, azt hogy minden Ry véges valddi
lejté halmazra, taldlunk egy R véges lejté halmazt ugy, hogy

SD(Ry,3) = SD (R, 452; 1).

Rogzitsiik most Ro-t. Legyen rg , 7o, és v Ugy, hogy az (11)-ban a lejt6k legyenek
valédiak és kulonbozéek. Ekkor legyen R az (11)-ben levé halmaz. Legyen N > 1,
és G C Z x Z amelyre (9) olyan, hogy #(m.(G)) < N minden r € R. Ekkor a
fenitek alapjén (3.4) kapjuk, hogy egy vo € Z és G, C G megfelel a Lemménak.
Most alkalmazzuk a feltételbeli SD(Ry,3) G-re helyetesitve egy kisebb G,

B
halmazzal . A (13) alapjén #(G,,) S ( #(Gvg) ) ; ez a (12) és néhany algebrai

#(V)/N?
szdmolds utdn #(V) < N¥F Osszegezve a #(V) > #(G)?/N a (7)-bél kapjuk a
bizonyitandé kijelentést. O
ERTELMEZES 3.6. Ertelmezzik o (diszkretizalt pontot) mint a P := N~'Z" N

B(0,C) hdld elemét. Ertelemezzik a (diszkretizalt) egyenes amely olyan halmaz,
amelynek minden pontja P-b6l van és még a pontot CN~' is hozzdvesszik, eqy
ilyen egyenesnek a szoge a figgdlegessel < 1 . Ilyen egyeneseknek a szdm ~ N.
Minden N~ < r < 1, azt mondjuk, hogy eqyenesek T rendszere r-szeparébilis ha

az irdnyuk r-szepardbilis.

Megjegyezziik hogy szepardbilis egyenesek szdmossiga legtobb < N7~1
Léathatjuk, hogy két pont egynél tobb egyenest is meghatarozhat; valéban

#U{T €T 21,20 €T} Slwr — 2o/ " (14)

minden T szeparabilis egyenesek rendszerére.
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A standard diszkrétizacié alapjan, a Kakeya becslés a diszkrét verzié alapjan fog
kovetkezni

1/(n=1)p

(n—1)p’
> (Z f(l‘)) < NI flluwcry (15)

7T \z€T
minden T véges egyenesek rendszerére, amelyben nincs ketté amelyik lényegileg
parhuzamos lenne. Ilyen rendszerre a kovetekzd egyenlStlenség kell#(T) < Nt

teljestiljon.

ERTELMEZES 3.7. Legyen T egyenesek rendszere, amely szeparadbilis . Ertelmezziik
az drnyékat T-nek amelyet a kovetekzd leképezés ad meg Y : T — Y (T) T-n gy,
hogy Y (T') részhalmaza T-nek minden T € T. Legyen 0 < A < 1. Azt mondjuk,

hogy az Y drnyéknak a sturtsége X T-n ha
#Y(T)) = AM#(T) = AN for all T € T.

Ha helyetesitjik ~ Z-vel, akkor azt mondjuk, hogy az Y drnyéknak a striisége
legalabb A T-n, stb. Ertelmeziink egy szamlalo figgvényt: Iy T Y -nak gy, hogy
oy (%) 2= Y peT Xy(1) (%), és massp(Y) legyen a kivetkezd szam massp(Y) =
YoreT #Y(T)) = |yl Ha massp(Y) =~ N#(T), akkor azt mondjuk, az
arnyék telitett T-ben.

A (15)-hoz elég lenne,
’ / 1/
N0 g N (| v(m)) (16)

minden T szepardbilisra , minden 1/N < XA < 1, és Y arnyékra amelynek a siirlisége
A T-n. Ujra frhatjuk a (16)-t ha hasznéljuk a p = (4n + 3)/7-t

#(Ur(m) 2 A N (), (17)

Rogzitsikk most a T-t, A-t, Y-t. A [15] alapjdn egy djabb redukcids alakot

hasznalunk, névlegesen két végi redukciot. Ez alapjan feltehetjiik, hogy
#Y(T)NB(z,r)) S AN (18)

minden 0 < r < 1, T € T és valamilyen ¢ > 0 konstansra ami fiigg p-t6l és n-tol.

3.3. Hausdorff dimenzi6 becslés. Bourgain ( [3]) dolgozata alapjan , a
(16)-ben a p megtaldldsa maga utdn vonja, hogy R™-ben egy Besicovitch halmaznak
a dimenziéja legaldbb p. Ezért valéjaban (16)-t kell igazolnunk abban a szpecidlis

esetben mikor \ ~ 1.
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18 Farkas Csaba

ERTELMEZES 3.8. Legyen n,d > 0 valds szdmok. Azt mondjuk, hogy érvényes a
Kakeya becslés K (n,d) ha teljesil #(JY(T)) Z N amikor T egy telitett n — 1

egyenes kollekcioja, valamilyen M kornyezd dimenzioban , és'Y telitett drnyék T-n.

A K(n,d) éllitas kovetkezménye, hogy a Besicovitch halmaznak R™ a Hausdorff
dimenzidja legaldbb d. Valamint a K(n,d) allitds kovetkezménye a kovetkezd
altaldnositas

#(Urm) z T v (19)

ha nem vessziik figyelmbe azt a feltételt, hogy T telitett.

TETEL 3.9. Legyen 0 < d < n. A K(n,d) dllitds és a K(d + 1,d") dllitds
kovetkezménye K (n, 2”+1+d/).

4

Pillanatnyilag fogadjuk, el hogy a 3.9 tétel teljestil. Akkor az kovetkez6 alaku

allitasok teljestilnek
K(n,a(n —4) +3 —b) forall n € RT

valamilyen a,b > 0 konstansokra. Ezek a tipusu allitdsok kévetkezménye

242 1
K(n,a;r(n4)+3b<a;L )) minden n € RT.

(Alkalmazzuk a 3.9 tételt d := a(n —4) +3 —b és d' := a(d — 3) + 3 — b-re ).
Iteréci6 alapjan K (n, (2 — v/2)(n — 4) + 3 + ¢) minden ¢ > 0, ami alapjén kapunk
egy Hausdorff dimenzié becslést, névlegesen a (2 — v/2)(n — 4) + 3.
BizoNYiTAS. Rogzitsiik, most az n, d, d’. Legyen d elég nagy, ahhoz, hogy a
K(n,d + ¢) allitds mar ne teljestiljon. A kovetkezd egyenlétlenséget sziikséges
igazolnunkw < d+ Ce, mivel a kért eredmény kovetekezik ha ¢ — 0.

Mivel K(n,d) teljesiil és K (n,d + ¢) mar nem teljesiil,1étezik egy M dimenzio,
gy, hogy a -beli feltételek teljesiiljenek ugy, hogy

#(E) ~ N*, (20)
ahol E :=JY(T). Ekkor a kdvetkez6t kell igazolnunk
#(E) > N(2n+1+d')/4. (21)

Legyen C egy nagy konstans, és 1/N < r < 1 egy diadikus sugir. Egy B(z,r)

gombot nehéznek mondunk, ha

#(E N B(x,r)) > N (Nr)L. (22)
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Legyen E, az E azon pontjai amelyek legaldbb egy B(x,r) nehéz gombben vannak.
A kovetkezét sejtjik

Y #Y(T)NE) <N Y #(Y(T)) (23)
TeT TeT
ha C' elég nagy.

Ahhoz, hogy ezt beldssuk, eloszor tegyiik fel az ellenkezGjét, hogy a fenti
egyenlStlenség nem teljesiil. Akkor az Y,.(T) := Y(T) N E, telitett. Kaphatunk
egy T, finomitasat T gy, hogy Y,-nek a stiriisége 1 legyen T,.-n.

Az FE,. halmaz része az r sugari nehéz gémboknek. S6t azt is belathatjuk,
hogy azon nehézgémbok szdma amelyek lefedeik az E,-t 2 7~ Alapjan (22)
#(E,) Z N°(rN)%r=?, ami ellentmond (20) ha C elég nagy. Ezzel beldttuk a
(23).

Legyen E' := E\U; /n<,<1 Er és értelmezziik az Y'(T) := Y(T) N E drnyékot
T-n. Mivel Y telitett T-n, ezért (23) alapjdn beldthatd, hogy Y’ is telitett T-n.

Mivel Y” telitett T-n, taldlhatunk T finomitasat a T-nek, dgy hogy Y siirtisége

1 T'-n, vagyis sajitosan
#{(z,T) e E' x T' : 2 € Y'(T)}) = massp (Y') &= N#(T') =~ N".
A (7) alapjdn és a szita formula alapjan
#{(z,T1,Te) € E' x (T)? 12 € Y/(Th) N Y (T); £(T1, To) ~ 0}) g N*"~4

for some N~! < @ < 1; az 4tl6s contribution I; = Iy kihtizhaté mivel d < n. Mésik

szita formula alapjan talalhaté egy w irdny ugy, hogy
#({(z, 11, Tz) € E'x(T)* : 2z € Y/(T))NY'(Ta); L(T1, To) ~ 0; Z(T1,w), Z(Ta,w) < 0}) g N 41,

Legyen 0 = 1 ekkor
#(4) 2 N (24)

ahol A := {(Z,Tl,TQ) € B’ x (TI)2 T E Y/(Tl) ﬁY’(Tg);L(Tl,TQ) ~ 1} Azaec A
ugy fogunk hivatkozni mint szdgekre, és x(a), T (a), To(«) frunk z, Ty, To-helyett.

ERTELMEZES 3.10. Legyen o eqy szog. Eqy z € P pont egy szogpontja a-nak

e ha z tdvolsdga =~ 1 mind a Ty () és mind a Ta()-t6l, és lényegileg koplandris
a Ty (a), To(a)-vel.

o ha létezik egy in . € Y'(T1(a)) pont dgy, hogy c —ia, . lényegileg pdrhuzamos
To()-vel.
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#{(y1,y2) € Y(T1 () xY'(Ta () : y1, 2, y2 lényegileg kollinedrisak}) ~ N.

(25)

Legyen Q := {(a,z) € A x P : z szOgpontja « -nak} a szogpont-parok halmaza.
LEMMA 3.11. Minden o € A esetén #({z € P: (o, 2) € Q}) ~ N2.

B1zoNYITAS. A felsd korldt igazoldsa trividlis,tehdt az alsé korlatot kell igazolnunk.

Rogzitsiink egy a, és legyen X a kovetkezd
X = {(i,y1,92) € Y'(T1())*xY"(Ta(a)) : limwnl, lima(a)], [y —a(a)], [ya—a(a)| =

Mivel #(Y'(T1())? x Y'(Tz(0))) ~ N3 ezért belathaté, hogy #(X) ~ N3.
Minden 7 = (i,y1,y2) € X, taldlhatunk egy v(7) pontot amely tdvolsiga ~ 1
a T1 () és Ta(a)-t8l, lényegileg koplandaris a T («), Ta(«)-val, 1ényegileg kollinedris
az y1, ya-vel,és gy, hogy v(7) — i lényegileg parhuzam Ts(a)-vel. Rogzitsiik le ezt
av:X — P fliggvényt.
Mivel a v(7) lényegileg koplandris a Tj(a) és To(a) ezért beldthats, hogy
#(v(X)) £ N2 Mésrészt, #(v~1(2)) £ N minden z € 1, és, hogy

#({z € v(X) : #( ' (2)) = N}) ~ N2,

Mivel minden z « szogpontja, ezért az allitasunkat igazoltuk. O

Az el6z6 lemma és a (24) alapjin
#(Q) m N4 (A) Z N2 02 (26)
Legyen f : Q — P x P, f(a, z) := (2,4q,,) leképezés.
LEMMA 3.12. Elkkor #(f(Q)) ~ N2#4(A) ~ #(9).

BizoNviTAs. Eloszor vegyiik észre, hogy f(a,z) meghatdrozza Th(a) .Mivel
taldlhatunk egy € finomitdsdt Q-nak tgy, hogy t To(a)-t a f(«, z) meghatdrozza
Q'-n.

A (7) és a szitaformula alapjén
#({((a,2), (o, 2)) € Q' % Q'+ (@,2) ~p (o, 2"); L(T1(a), To(a)) ~ 0}) § N?#(A)

minden 1/N <0 < 1.
Legyen 0, és tekintsiink egy o € A. Ha ((«, 2), (¢, 2)) a fenti halmaz eleme,
akkor z = 2’ és Ty (), Ti(a), és To(a) = T5() lényegileg koplandrisok, tehdt
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a T1(’) lehetséges szdma < N mivel L szepardlt. Minden Ti('), iq,. szdma
< #(Th(a)NTi(a))) $ 1/6. Mivel z — i, , lényegileg parhuzamos T (), a z szdma
< N/6. ]

Most hasznfjuk a fenti lemmadt rogzitett ' finomitdsra (Q-nak) tdgy, hogy
parametrizélja f. Most mozagssuk a Besicovitch halmazunk az aldbbi térben
RM+L .= {(2,t) : € RM ¢t € R} Ha (a,2) € @, akkor legyen T(a, z) C RM+!
egy (diszkretizdlt) egyenes ami tartlamazza a (z(«),0) és (z(a) + (2 — ia,2), 1)-t,
amelynek ¢ valtozéja a kovetkezd tartomanyban mozog |t| < 1. Minden z € P,
esetén T(z2) := {T(,2) : (a,2) € '}. Legyen Y (T(a,2)) amelynek elemei azon
(y1,1) elemekbdl 4116 amelyek a T'(«, z)-hez tartoznak tigy, hogy 31 megjelen a (25)-
n bal oldaldn. Szerkesztés alapjan, Y olyan arnyék amelynek a sfirtisége 1 T(2)-n.
Kénnyen beldthaté, hogy [t — 1| ~ 1 minden (z,t) € Y (T (v, 2)).

LEMMA 3.13. T(2) egyenesek d-kollekcidja minden z € P esetén.

BIZONYITAS. Legyen z rogzitett. Mivel T(q, 2) irdnyét i, . hatdrozza meg,ezért
elég igazolni, hogy

#({a€ A (a,2) € Viia, € Bz, 0)}) S (NOY'!

minden B(z,6) gombre. Madsrészt, szerkesztés alajan E’-re igaz, hogy #(E' N
B(z,7)) S (N7)4. Mivel ' parametrizélja f, ezért a lemmét igazoltuk O

Ennek a lemménak az alapjan és mivel K (d 4 1,d’) teljesiil:

LEMMA 3.14. Ha z € P rigzitett. Akkor létezik E(z) C RM*L vigy, hogy az

7/(T(a,z)) = Y(T(a,2)) N E(2) drnyék telitett legyen T(z)-n, és
Na+H1=d" F(z)-n,

- <
”?’,T(z) ~

BIiZONYITAS. Legyen F(z) := {(x,t) € RM+1: u?,’T(Z)(x,t) < NOeNEH1=4") ahol

C egy konstans . Most tegyiik fel, hogy Y nem teljesiil. Ekkor ?N(T(a,z)) =
Y (T(av, 2))\E(2)érnyék telftett kell legyen T(z)-n. Ekkor a T () egy finomitésa a
T(z)-nek, tgy, hogy a Y nak az stirtisége 1 T/(z)—n. Mivel K(d + 1,d) teljesiil

ezért

# (U7"(T'(2) 2 NTH(T ()N ~ N7 (T(2)).

Prepared using etds.cls



22 Farkas Csaba

Szerkesztés alapjan, Y (T (2)) kifut E-b8l . Az E értelmezése alapjén léthatjuk,
hogy

> X B NN NTA(T(2)).
T(a,z)eT(z) 1

Miésfelsl, a bal oldal vildgos, hogy < N#(T(z)). Tehéat egy ellentmonddsba
itkoztiink ha C' elég nagy. a

Legyen z € P rogzitett, és legyen Y ugyanaz mint az elébbi lemmaban. A
szdmldl6 fliggvény: pi, T(s) 22 I*-beli norméja $ N#(T(z)) és [*°-beli norméja
<N d+l-d" A Hplder alapjan a z Osszegzése alapjan a kovetkezd alsé korlatot

kapjuk

S g iy I S N2 3()
zEP

. Ahoz, hogy (21)-t beldssuk, elég (26) alapjant ha kapunk egy alsé korldtot:

3 litge g I 2 NV @ (21)
zEP '
Kifejtve (27)a baloldalt
> > D X e B DX ) (@)

ze€P e N-17 (a,2),(a’,2)€Q

Tegyiik fel, hogy (a,2) € ', z1 € Y/(T1(a)), x2 € Y/'(To(a)) olyanok, hogy
x1, z, és xy lényegileg kollinedrisak. Ekkor létezik egyt € N~'Z tgy, hogy
(x1,t) € 7/(T(oz, z)). Ennek a fényében az el6bbi sszeg korldtozhatd

Z Z XQ’(aaZ)XQ’(alvZ)XY’(Tl(a))ﬂY’(Tl(o/))(xl)XY’(Tg(a))ﬁY’(Tg(a’))(1'2)7
(z1,2,22)ET a,a’ €A

ahol
Y :={(x1,2,22) € EXPXE : x1, z,x2 1ényegileg kollinedris; |z, — z|, |x2 — 2| = 1}.

Az el6bbi Osszeg egyszeriisithetd

> D xer(e2)xyr 1y o) ()X (1(a)) (2)]

(z1,2,22)EL €A

A Cauchy-Schwarz egyenlotlenség alapjan,

Y Y xer(@ 2)xyr ) (@) Xy (1o (o)) (22)] 2/ # (D).

(z1,2,x2)EX €A

Prepared using etds.cls



Kakeya 23

A Y értelmezése alapjan vilagos , hogy #(X) ~ N#(E)?2. Tehét, rogzitett (o, z) €

Q' lathatjuk a szogpont értelmezése alapjdn, hogy

> Xy /(T () (T1) Xy (T (a)) (T2) = N.
z1,22:(T1,2,22)ES
Tehdt a bal oldal a (27)-ban a kévetkezé korldttal rendelkezik N#(E) (32, )ear 1)?
tehat belattuk az allitast ha figyelembe vessziik a a (20) . O

4. Kapcsolatok mas matematikai agakkal

Nem ismeretes példdaul, hogy van-e olyan nullmértékii halmaz, amely minden
ellipszisnek tartalmazza egy eltoltjat. Amint latjuk, a Kakeya-probléméval
kapcsolatos kérdések kifogyhatatlanok, és minden bizonnyal még sokdig lesznek
inspiral6 hatassal a geometriai mértékelmélet fejlodésére.

A kérdés (természetes varidnsaival egylitt) mér 6namgdban is nagyon érdekes
érdekes, de jelentGsége messze tulmutat a geometriai mértékelméleten.  C.
Fefferman, A.Cordoba, J. Bourgain és T. Tao dolgozataikban igen mély (és Fields
-meddlokhoz is hozzdsegit6) eredményei alapjan kidertilt, hogy az (L) Harmonikus
analizis tobb alapvetd kérdése(” Megszoritdsi probléma gémb-multiplierekrsl”,
”Bochner- Riesz probléma”) parcidlis differencidlegyenleti (”Lokalis simitds” n-
dimenziés hulldmegyenletek megoldasainak kezdetiérték-fiiggvény LP-Szoboljev
norméval val6 becslése), valamint analitikus szdmelméleti
(Montgomery-sejtés Dirichlet-sorok becslésérél) kérdések szorosan kapcsolédnak
ehhez az elemi geometriai mértékelméleti problémahoz.

A természetes varidnsokon(pl. egységszakaszok helyett korok) kivil is
vannak persze szorosan kapcsoldodd fontos geometriai mértékelméleti problémak
is.  Ilyen példdul Falconer tévolsdghalmaz sejtése(”A sik egy legalabb egy
dimenziés halmazanak pontjai kozott felléps tavolsigok halmaza 1 dimenziés.”)
és Furstenberg egy probléméja(”Mekkora lehet egy olyan sfkbeli halmaz Hausdorff
dimenziéja amelyhez minden irdnyban van olyan egyenes amely a halmazt egy
legaldbb fél Hasudorff dimenziésban metszi?”).

Visszatérve az eredeti probléméara R.O. Davies 1971-ben bebizonyitotta, hogy
n = 2 esetén a valasz pozitiv. Viszont n > 3 esetén a probléma megoldatlan,a
legjobb dimenzié becslések igen messze vannak a sejtett n-tél: Bourgain 1991-
ben bebizonyitotta, hogy R3-ban a dimenzié legaldbb %, ezt Wolff 1995-ben %—re
javitotta, N. Katz, T.Tao, I. Laba 2000-ben ezt g—i—e—ra javitotta, egy meglehetdsen
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hosszi dolgozatban.(legaldbbis Minkowski dimenziéra ami néha nagyobb mint a
Hausdorff dimenzié). Magasabb dimenziéban Bourgain és Wolff "T'H +ep és ”T”—t
bizonyitottak.

A témavezének vannak eredményei, melyek meglepd, mérték illetve dimenzid
bizonyos geometriai tulajdonsigoktol valé fiiggetlenségre utalé konstrukciokrdl
szolnak.

Egy érdekes és megoldatlan kérdés az is, hogy vajon van-e cs6-mérték szerinti
nullmértékli Besicovitch halmaz.(Egy halmaz cs§ - mértékét(tube-measure) ugy
kapjuk meg, hogy a halmazt lefedjik (minden lehetséges mddon) csovekkel,
Osszeadjuk a csovek keresztmetszetének teriiletét és képezzikk az infimumot)
Csornyei Wisewellel k6z0s eredménye szerint a csé- mérték szerint mérheték

halmazok csak a nulla vagy teljes cs6- mértékiiek.
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