XII. Erdélyi Tudomanyos Diakkori Konferencia

MATRIX CERUZAK

BABES-BOLYAI TUDOMANYEGYETEM KOLOZSVAR

MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

Iranyité tanar: Egyetemista:
Szanté Csaba-Lehel Ferencz Ildiko
Algebra tanszék Matematika-Informatika szak
3. év

2009. majus 15-17



Tartalomjegyzék

1. Matrix ceruzak
1.1. Reguldris matrix ceruzdk . . . . . . . . ..o Lo
1.2. Szinguldris matrix ceruzdk . . . . . . . .. oL L Lo
1.3. Szinguldris métrix ceruzak kanonikus alakja . . . . . . . ... o o000
1.4. Minima&lis indexek matrix ceruzara . . . . . . . .. . ... .. oo

2. Numerikus algoritmusok
2.1. Kublanovskaya algoritmusa . . . . . . .. ... L L Lo oo
2.2. Reguldris ceruzdk . . . . . . . ..
2.3. Szinguldris ceruzak . . . . ... Lo

3. Fontosabb eredmények - roviden

4. Fuggelék

— O W W

15
16
18
24

31

33



1. fejezet

Matrix ceruzak

Ebben a részben lathatunk egy bevezetét a métrix ceruzdkrdl altalanosan, bévebben megismerked-
hetjiik a linedris matrix ceruzakat, ezek tulajdonsigait, ahogyan azt Gantmacher is Gsszefoglalta. [3]
Legyen Ay, A1, ..., A, m * n-es komplex matrixok sorozata, ahol A, # O, akkor a

T
L) =) N4
=0
komplex szamok halmazan definidlt, métrix egyiitthatds fiiggvényt matrix ceruzanak hivjuk.

Ebben a dolgozatban egy partikularis esettel foglalkozunk:
Legyen A és B két m * n-es komplex métrix, A € C, akkor a linedris matrix ceruza alakja:

A+ \B

Annak céljabdl, hogy &atalakithassuk a matrix ceruzankat egy szigorian kanonikus alakra transz-
formacidkat kell végezziink (ahogyan azt a Jordan féle kanonikus alak esetén is lathattuk). fgy a
A1, B1, A, By komplex matrixok esetén keressiink nem szinguldris (determindnsa nem nulla, vagyis
invertalhaté) P, @ m illetve n dimenziés métrixokat gy hogy:

PAQ = Ay
PB1Q = By

amibél a A1 + AB1 és Ao + ABs matrix ceruzdk bevezetésével kialakithatjuk a kovetkezo egyenletet
P(A1 + )\Bl)Q = Ao+ A\By

1. Definicié. Két m xn dimenzids mdtriz ceruza A1 + A\B1 és As + ABs szigorian ekvivalensek, ha
léteziknek a P és QQ nem szinguldris mdtrizok, m illetve n dimenzidval, amelyek nem fiiggnek A-tdl és

kielégitik a kévetkezd egyenletet
P(A1 + )\Bl)Q = Ay + A\By

Ennek az ekvivalencia reldcionak jelolésére haszndljuk a ~ jelet.

1. Megjegyzés. Ne tévesszik 0ssze a mdtrix ceruzdkra vonatkozo ekvivalencidt valamint a szigori
ekvivalencidt. Az ekvivalencia énmagdaban nem feltételezi, hogy a P és Q mdtrizok legyenek fiiggetlenek
a paramétertdl. A tovdbbiakban minden ekvivalencidt szigori értelemben haszndlunk.

Ezen ekvivalencia kovetkezik a mar bemutatott A-matrixok ekvivalencidjabdl. Mivel ekvivalens métrix
ceruzakrol beszéliink a matrixceruzakat osztalyokba sorolhatjuk. fgy minden ekvivalenciaosztalyhoz
pontosan egy kanonikus métrix tartozik. E mellett a matrix ceruzakat osztalyozhatjuk szingularitasuk
szempontjabdl is.

2. Definicié. Egy m x n dimenzids mdtriz ceruza A + A\B requldris, ha

3
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[1.] A és B négyzetes matrixok
[2.] det(A+ AB) #0

3. Definicié. Egy mx*n dimenzios mdtriz ceruza A+ AB szinguldris, ha m # n vagy det(A+AB) = 0.

1.1. Regularis matrix ceruzak

1. Tétel. Legyen két mdtriz ceruza: A+ AB és Ay + ABi, 1gy, hogy m = n és det(B) # 0 valamint
det(B1) # 0. Ekkor a két mdtriz ceruza szigorian ekvivalens akkor és csak akkor, ha a mdtrizok
ugyanazon elemi osztokkal rendelkeznek C-ben.

Ebben az esetben a két métrix ceruza reguléris, mivel ez egy specidlis esete a regularis matrix
polinomoknak A-ban, de léteznek olyan matrix ceruzak, amelyek nem ilyen alaktdak. Az altalunk
bevezetett értelmezése a regularitdsnak egy kiterjesztése ennek. Lassunk egy példat, amely segitségével
megbizonyosodhatunk, hogy erre a definiciéra az el6z6 tétel nem helytalld. Ugy valasztottuk meg a
B és B; méatrixokat, hogy azok determinansa 0 legyen.

213 112 24X 14X 3+2)
A+AB= {325 [ +A| 112 | =34+ 24+ 542X
326 113 3+A 24X 6+3A

Tehat
e az 1 * 1-es minorok determindnsai relativ primek

e a determindnsa az els6 2 * 2-es minornak: 4 + A2 4+4X —3 — X — 3\ — A2 = 1 igy a legnagyobb kozds
oszt6 is 1 kell legyen

e a determinans az egész matrixra: 1+ A

211 111 24X 14X 142X
111 111 1+A 1+X 642

Tehat
e az 1 *x 1-es minorok determindnsai relativ primek
e a 2 x 2 minorokat, ha kiszamoljuk észrevehetjiik, hogy ezek relativ primek
e a determinans az egész matrixra: 1+ A

Tehat mindkét matrix ceruzdnak egy elemi osztdja van az pedig a 1 + A. Ha igaz lenne a tétel, akkor
a két matrix szigoruan ekvivalens lenne, de B és Bj rangjai kiilonb6z6 nagysaguak. Ami ellentmond
a matrix ceruzak szigoru ekvivalencidjanak.

Léssuk, hogyan is tudjuk kijavitani a tételt igy, hogy barmilyen regularis ceruzéra igaz legyen.

Bevezetiink egy djabb fogalmat, mégpedig a végtelen osztdjat egy matrix ceruzéanak. Legyen A és
p komplex szamok, amelyekkel meghatarozzuk a kévetkez6 homogén fliggvényt:

A(A, p) = |pA+ AB]

Legyen Dy (A, 1) a szokésos legnagyobb kozos osztéja a k x k nagysagid minoroknak. Igy definidljuk
még a kovetkez6 fiiggvényeket is analégan a A-mdatrixokndl bevezetett ismeretekhez (Vk < n):

Dy (A, )

aw =5 =50
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i2(Ap) = m
‘ B bn—k()"u)
i\ p) = Dy_j—1(A )

[gy megkaphatjuk az elemi osztékat a A+ AB métrix ceruzéra. Jeloljiik ezt ea(A, p)-vel (a=1,2,...).
Ha p = 1 akkor megkapjuk az elemi osztéit az A + AB-re. Forditva ha ismerjiikk A + AB-re a e, (\)
elemi osztékat és azok ¢ hatvanyat, akkor megkaphatjuk az elemi osztéit uA + AB-re

a, (2
ea(A 1) = 1 ea(ﬂ)

eltekintve a p? elemi osztoktdl. p? elemi osztok akkor és csakis akkor léteznek ha det(B) = 0 és ezeket
hivjuk a végtelen elemi osztéknak.
Ha A+ \B és A1+ A\Bj szigoriuan ekvivalensek akkor a uA+AB és nA1+ ABjy is szigortan ekvivalensek
lesznek (nem csak a véges, hanem a végtelen elemi osztok is meg fognal egyezni).
Legyen A 4+ AB és A1 + ABp két reguldris matrix ceruza, melyeknek megegyeznek az elemi osztodik.
Bevezetve a homogén paramétereket megkapjuk: pA + AB és pA; + ABp matrixokat. Vegyiik a
kovetkez6 transzformacidkat: N

A= a1\ + ol

p= 1A+ Bopi
ﬁgy, hogy a2 — asfly # 0. (ellenben az egyenletrendszer determinédnsa 0 lenne)
Igy a matrixok a kovetkezd alakiak: ,uA—i— B és ,uA1 + /\Bl, ahol B = B1A+ o B, B1 G1A1+ a1 By,
A=A+ asB, A1 = fo Ay + 2By,
Ugy Valasztjuk meg az aq és (1 elemeket, hogy det(B ) %0 és det(Bl) # 0. A 1. tétel alapjdn =
MA +AB és A, + \B; szigorian ekvivalensek = pA + AB és A; + A\B; szigoruan ekvivalensek (=
A+ AB és Aj + ABj szigorian ekvivalensek).

fgy a kovetkezo tételhez jutottunk, ami altalanositasa a 1. tételnek:

2. Tétel. Két requldris mdtriz ceruza A+ A B és A1+ ABsg szigorian ekvivalens akkor és csakis akkor,
ha ugyanazon elemi oszoik vannak.

Mint lathattuk a példaban a véges elemi osztok megegyeznek, de a végtelen elemi osztdk kiillonboznek.
Az elsé ceruzanak egy végtelen elemi osztéja van: u?, a masodiknak két végtelen elemi osztéja van:
(u,10). Ezt megfigyelhetjiik, ha kiszamoljuk a megfeleld ix(\, ) elemeket.

Az elsé méatrixra: (1, 1, p?(u + N)).

Az mésodik matrixra: (1, p, p(p + A)).

Legyen most A + AB egy béarmilyen reguldris matrix ceruza. Ekkor biztosan létezik egy ¢ € C tgy,
hogy det(A + ¢B) # 0.

Legyen A1 + (A —¢)B = A+ ¢B ahol A1 = A+ ¢B. Mivel a c értékét gy valasztottuk meg, hogy
det(A + cB) # 0, ezért det(A;) # 0 = A = Ai(I, + (A — ¢)A] ' B) alakot hozhatjuk ki, ahol
AT'B = {Jy, J1} kvézidiagondlis normélformaban frva a matrixot. Jy egy nilpotens Jordan métrix,
det(J1) # 0. Legyen n; a Jy matrix nagysaga, ne a J; métrix nagysdga =

{In, —cJo+ Ao, In2 — cJ1 + AJ1}

Vizsgaljuk meg kiilon egyik, majd masik blokkot.

1. Jp nilpotens és Jordan alaki = det(I,, — cJy) # 0 = szorozzunk balrdl (I,,, — cJo) t-vel =
(In, — cJo) (I, — cdo + AJo) = Ly + A, — ¢Jo) "1 Jo. Jo nilpotens = 31 € IN* tigy, hogy
JE =00, = ((In, — o)~ L)t = 0ny = (I, — ¢Jo) " Jo nilpotens métrix =

In, + Mo = {N®) N2 N(us)y
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ahol N = () 4 X\H®) H® egy u % u nagysdgi matrix,

010 .. 0

001 .. 0
H=] ..

0 0 0 1

0 0 0 0

2. det(J1) 0= (In, — cJi + A1) J; = J7H + (—e+ NI, = J + M, ahol J normél forméban

van.

3. Tétel. Minden regularis A + A\B mdtriz ceruza redukdlhaté egy szigorian ekvivalens kanonikus
sdvmdtrixz formdra:
(N N2) N AT,

ahol az elsé s diagondlis blokk megfelel a végtelen elemi osztéknak: p(*0), (2 () nak és a
normdalformdja az utolsé diagondlis blokknak J + \Jy, pontosan meghatdrozott a véges elemi osztok
altal.

1.2. Szingularis matrix ceruzak

Legyn A+ AB egy m*n-es szinguldris matrix ceruza. Az A+ AB rangja legyen r. Mivel m # n tudjuk,
hogy » < m vagy r < m. Vegyiik azt az esetet, amikor r < n, vagyis, hogy az oszlopok linearisan
fliggbek. Ebbol kovetkezik, hogy a
(A+AB)x =0
egyenletnek 1étezik nem nulla megolddsa. A lehetséges nem nulla megoldas fiigg az A+ AB oszlopaitdl
és A-tol:
z(A) = xo — A\x1 + Ny — .+ (—1)(8))\%5 , e 0

ahol az zg, 1, ..., x- oszlopvektorok, € egy természetes szam.

AQSOZO
B.T() —A.Cl:l =0
B:L'l —AZL‘Q =0

(A4 AB)z(\) =0 =

Br._q1— Az =0
Bz, =0

Tekintsiik ezt az egyenletrendszert mint =g, —z1, ..., (—1)°ze-ban ismeretlent. Ekkor az egyenletrend-
szer matrixa:

A O .. O
B A .. O
M.=| O B (0]
O O .. B

aminek € + 1 matrixokbdl allé oszlopa és € + 2 matrixokbdl allo sora van. Jeloljik a rangjat p.-al.
pe < (€ + 1)n, mivel maximalisan ennyi oszlop all rendelkezésiinkre és megolddként nem csak a null
megoldast kapjuk.

Vizsgaljuk meg az M. értékét kiillonbozo e-ok esetén:

A O ... O
A A O B A .. O
M0:<B>,M1: B A|,...M.1=| O B @)
O B
O O .. B
A rangokra teljesiilnie kell, hogy po = n, p1 = 2n, ..., p.—1 = en., masképp a megoldas a 0 lenne. fgy

az € az a legkisebb szam, amire a < relaciébdl < lesz a rangokra nézve.



1. FEJEZET. MATRIX CERUZAK 7

4. Tétel. Ha az A+ AB = 0 egyenletnek van megolddsa, kivdlasztva a legkisebb e (¢ > 0) fokszamait,
akkor a mdtrix ceruza szigoruan ekvivalens a

L. O
O A+ )\B

mdtriz ceruzdval, ahol

000 .. A1

aminek € + 1 oszlopa és € sora van. A A+ \B mitriz ceruza olyan, amire a A+AB=0 egyenletnek
nincsen alacsonyabb mint € fokd megolddsa.

Bizonyitas: Harom lépésben végezziik el.

1. Bebizonyitjuk, hogy az A + AB maétrix ceruza ekvivalens egy olyan métrixhoz, amely
L. P+ \F
O A+ AB
alakd, ahol P, F, A, B konstans (nem fligg A\-t6l) négyzetes matrixok.

z(\) =z — Ay + Moo — .+ (—1) Nz,

Innen jon a mar ismert egyenletrendszer:

Ax() =0

Bl’o = Al‘l

Bl‘l = A.CCQ

Bmg_l = Al'g
| Bz =0

Bebizonyitjuk, hogy Axq, Axa, ..., Az, linedrisan fiiggetlenek.
Reductio ad absurdum maédszert hasznélunk: feltételezziik, hogy ezen vektorok linedrisan fiiggoek
= Jk > 1 1gy, hogy

Axy, = 01 Axp_1 + aAxp_o + ... + ap_1 Az

Felhasznalva az egyenletrendszert ezt atirhatjuk a kévetkezo alakba:

Bxp 1 =a1Bxip_o+asBxp_3+ ... + ap_1Bxg

J
B(xg—1 — a1xp—o + aa—3 + ... + ap_129) =0

Legyen yr_1 = o1 — 01Zp—2 + Q2Tp_3 + ... + 170 = Byp_1 =0
Szamoljuk ki Ayp_1-t bevezetve yp_o = Tp_9 — a1Tp_3 + ... + ap_ox0-t

Ayr—1 = B(xp—2 — 1w 3 + ... + agp_270) = Byr_2
Hasonléan folytatva egy us sorozatot kapunk:

Yk—1 = Th—1 — 1Tk—2 + ... + Ax—1T0
Yk—2 = Tp—2 — X1Tf—3 + ... + Qx—2T0
Yk—3 = Th—3 — QA1Tk—4 + ... + AE—3%0

Yo = Zo
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és érvényes a kovetkezo egyenletrendszer:

Byr—1 =0
Ayr—1 = Byp—2

Ay = Byo
Ayo =0

aminek van k — 1-ed fokd megoldésa:

Y(A) = Yr—1 — Ayp—2 + ... + (_1)1@—1)\1@—1%7 Yo = Xo

xg nem lehet nulla, mivel ellenben @ is megoldasa lenne az egyenletnek, ami ellentmond a

fokszam minimalitdsdnak. fgy viszont k—1 < €, ami 4jbdl ellentmondas, tehat Az, Axs, ..., Az,
linedrisan fliggetlenek.
Most bebizonyitjuk, hogy zg, 1, ..., x. is fliggetlenek.

apxro + 121 + ... + acxe = 0= aplzg+ oAz + ...+ oAz, =0

AI’OZO

oAz + oy Azt & ..+ aAz. = 0 }é a1Axy + ...+ oAz, =0 =

mivel Az, Az, ..., Az, linedrisan fiiggetlenek = a1 = as = ... = @, = 0 = apaxg =0
Mar lathattuk, hogy x¢ nem lehet nulla = oy =0
Vegylik a matrix ceruzankat mint egy operatort:

A+ AB: R, — R,

Az R, egy € + 1 elembdl 4all6 részbézisa: xg, x1, ..., Te
Az R, egy € elembdl all6 részbazisa: Axy, Axs, ..., Ax,
Ha az 1j bazisban akarjuk felirni az A és B matrixokat a kovetkezOket kapjuk:

010 .. 0
001 .. 0

A=10 0 0 1
00 0 0
000 ... 0 #.. %

10 0 0
1 00
B=]00 10
0 0 00
00 .. 00 #.. %

mivel Bxg = Axq, ..., Br._1 = Az.,Bx, =0

2. Bebizonyitjuk, hogy (E + )\E)f—nek nincs e-nél kisebb fokszdmu megoldésa.
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o L.y = 0 egyenletenek nincs e-nal kisebb fokszami nem nulla megoldésa:

Ay1+y2 =0
Ley =0 }:> Ay2 +y3 =0
Y= <y17y27"'7y6+1)

)\y€71 + yg - O

ha rekurzivan kifejezziik az elemeket: yp = (—1)¥ "1y A\F=1 k = T, + 1, ami legaldbb &
fok.

e Hatdrozzuk meg
L. P+ M\F
O A+ AB
matrix ceruzara az egyenletrendszere matrixat. Ha permutaljuk a sorokat, oszlopokat a
kovetkezd alakot kaphatjuk, ha k = 0, e:

( My[L:] Myg[D + A\F] )

M=o MJi+aB]

Ha k = e — 1 akkor M), és My[L.] oszlopai linedrisan figgetlenek. Az My[L.| egy négyzetes
matrix lesz, aminek a nagysdga és egyuttal a rangja is (¢ + 1). Az M) maétrix rangja:
en. Igy Mk[A\ + )\E] rangja (n — ¢ — 1) vagyis pont ahdny oszlopa van. Tehat az os-
zlopai fiiggetlenek, ami azt jelenti, hogy a A+ )\B egyenletnek nincsen e-néle kisebb foku
megoldasa.

3. Megmutatjuk, hogy
L. P+ \F
O A+ )B

attranszformalhato egy savmatrixa. Legyenek XY megfelel6 alaki matrixok.

Is,s Y L. P+ AF I€+1,€+1 - X _
O Imcm-e O A+ )\B O Im—e—im——e—1 )

L. P+)M+YA+)\YB Ioy1em1 '
0] A + AB @) Im—s—l,m—&—l

L. P+AMF+Y(A+AB)—L.X
0] A+ \B
Megmutatjuk, hogy X és Y-t meg tudjuk valasztani gy, hogy teljesitsék a kovetkezo egyenlGséget:
L.X =D+ AF +Y(A+ \B)

Hasznaljuk a kovetkezo6 jeloléseket:
D=(dy), F=(fi), X=(zjp)i=1e,k=1n—e—1,j=1e+1

n g

- (a17 a27 cety an—a—l)
y—| ¥

Ve EZ (blbea"-abn—E—1>

k-adik oszlop szerinti kifejtés (k =1,n —e —1):
ATop + Ar1p = dig + )\flk + y1(CLk + )\bk)
AT3 + ATop = dog + A for, + yz(ak -+ )\bk)

ACeqik + Tek = dep + AMfer + Aye(ar + Aby)
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Az egymds utani egyenletek bal oldaldban észrevehetd, hogy az egyikbdl a szabadtag mege-
gyezik a masikban az ismeretlen melletti egyilitthatéval. Ugyanezek a jobb oldalon is meg kell
egyezzenek.
for — dik = y1(akx — y2br)
_ ] Jf3k = dor = y2(ar — y3bk)

fek — de—1k = ye—1(ar, — yeby)

Ha ezek teljestilnek akkor X meghatarozhato.

Vizsgaljuk meg, hogy az egyenletrendszernek van-e megoldasa Vd;g, fir-ra.
Az ismeretlenek legyenek: y1, —yo, y3, —¥y4, ..

Az egyenletrendszer matrixa:

A B O O O
O A B O O
O 0 O A B

Ennek € — 1 matrix sora van és € matrix oszlopa. Transzponadlva:

A O .. O
B A .. O
O B 10
O 0 .. A
O O .. B

Ez pontosan az M._o métrix az A + AB métrix ceruzéra. Ennek a rangja (¢ — 1)(n —e — 1).
Igy az egyenlterendszer rangja megegyezik az egyenletek szamaval, ezért az egyenleterendszer
megoldhatd, barmilyen szabadtagokra megadhaté az Y matrix.



1. FEJEZET. MATRIX CERUZAK 11

1.3. Szingularis matrix ceruzak kanonikus alakja

Legyen A + AB egy béarmilyen szingularis m * n-es matrix ceruza.

I. eset: Feltételezziik, hogy a sorok/oszlopok kozott nem lehet felirni olyan fiiggdséget, amely csak
konstansoktdl fiigg.

Tegyiik fel, hogy r < n, tehdt az métrix ceruza oszlopai linearisan fiiggdek, tehét az (A+AB)x = 0-nak
van 0-t6l kiilonb6z6 megoldasa, aminek a foka 1 (¢; > 0 a kikotés miatt)

A 4. tétel alapjan a matrix ceruza
L., (0]
O A1+ B

alakra hozhaté. Az A; 4+ ABj egy ujabb madtrix ceruza, amelyre megkereshetjiikk a (A; + ABy)z = 0
egyenlet minimalis foki megoldasat. Legyen ennek a foka €9, amire igaz, hogy e9 >=¢1 =

L., O 9,
O L, O
O O A +)\B

Ezt folytathatjuk amig A, + \B,, oszlopai linedrisan fiiggetlenné nem vélnak, vagy teljesen ki nem esik
a matrix ceruza. Igy a kapott matrix

L, O O 9,
O L, O 9,
O O L 9,
O O O .. Ay+AB,

ugy, hogy fenndlljon: 0 < g1 < g3 < e3 < ... < g,. Ugyanezen eljarast el lehet végezni sorokra is,
transzpondlas segitségével, jelolve most a fokokat 7;-vel, addig amig az Ag + ABp regularis matrix
ceruza nem lesz:

L, O O .0 O O ..O0 0
0O L, O .0 O O ..O0 0
O O L,..0 O O ..O0 0
0O 0O O .. L, O 0 .. O 0
0O o0 0 .0 L' 0 . O 0
o o o0 .. 0 o0 ILL. o o)
o o o0 .0 0 O . I' o
O O O .0 O O ..O0 A+ABy

Fennall:
0<61§62§63§...§6P

O<m<m<n <<y

IT. eset: Feltételezziik, hogy a sorok/oszlopok kozott a fliggéségek csak konstansoktdl fligg.
Az egyenlet: (A + AB)x = 0. Jeloljiikk g-vel a konstans, fliggetlen megoldasok szamét.
A maétrix ceruzit operatorként hasznéalva:

A+ AB: R, — Ry,
béazistranszformacié segitségével a kovetkezd matrixot kapjuk:

A+ AB = (Op g, Ay + AB1)
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Hasonldéan, ha most a matrix ceruza transzponaltjaval dolgozunk, jeloljiik h-val a konstans, fiiggetlen
megoldasok szdmat az ekvivalens matrix:

Oh.g 0]
O A% + \BO

E1=ex=€3=..=¢4=0

Ekkor azt mondhatjuk, hogy

m=m=n=..=n,=0

Az A° + \BY métrix mar az elébbi formaban van.

4
Atalakithaté a kovetkezd alakba:
(Ohygs Leyirs Leyroy s Ley, L§h+1, L} s LY, Ao+ ABo)

A Ag + ABy métrix ceruza reguldris, ami kanonikus forméba hozhato:
(Nw) N@2) - N g AT

ahol J Jordan métrix, N = 1) 4 HW H egy u*u nagysigi matrix, aminek a fédiagonalisa feletti
elemek 1-esek, a tobbi 0.
Kovetkeztetésképpen egy matrix ceruza kanonikus alakja:

(Ohgs Leyirs Legrar o Leyy LE LY oo, LE N N(2) N 7 AT

Eg+17 HEg420 Nh+17 “Nh+2?

1.4. Minimalis indexek matrix ceruzara

Legyen az A+ AB métrix ceruza, (A+AB)x = 0 a hozza rendelt egyenlet. Vegyiink k darab megoldését
ennek az egyenletnek: x1, xo, ..., T.
Azt mondjuk, hogy ezek linearisan fiiggetlenek, ha a beldliik képezett matrix rangja k.

X:(:rl, T, ., Tk ):>1“ang(X):k

Ha fliggéek, akkor létezik k darab polinom pi(XA), p2(A), ..., pr(A) Ggy, hogy nem mind nullpolinom
és

p1( ANz + p2(N)z2 + ... +pr(AN)pr =0

Valasszunk ki egy megoldéast x1(\) # 0, aminek a legkisebb a fokszama: €1
Valasszunk ki egy mdsik megoldast zo(A) # 0, ami linedrisan fiiggetlen x1(\)-hez viszonyitva és a
legkisebb a fokszama: €9 = g9 > €
Folytatva ezt a kivalasztast, maximalisan n darab linearisan fiiggetlen megoldast valaszhatunk ki, igy
a kivalasztds véges szamu 1épésbol all. Ekkor megkapjuk a megoldédsok egy tigynezevett fundamentalis
sorozatat:

z1(N), z2(N), ...\ zp(N)

€1 S £9 §...§5p

Altaldban ez a sorozat nem egylértelmiien meghatérozhaté, azonban két kiilsnbozé fundamentélis
sorozatra a fokok sorozata megegyezik.

Lassuk miért is van ez igy.

Legyen két kiilonboz6 fundamentalis sorozat. Tegytik fel, hogy kiilonb6z6 fokok tartoznak hozzajuk:

21(N), 22(N), s 2p(\) TN, Ta(N), s Tp(N)

€1§52§...§€p glggggﬁgp



1. FEJEZET. MATRIX CERUZAK 13

Tegytk fel, hogy:

El=€E2= ... =€py < Epi4+1 = ... = €ny < ...
€1 = &2 = ... ::Eé; <Z§ﬁ;+4 =... Zzgﬁa < ...
Nyilvdnvald, hogy €1 = £7.
VZ;(\), i = 1,n1 linedris kombinaciéja x1(A), z2(A), ..., Tn, (A)-nek, maskiilénben x,, +1(\) helyettesithetd

lenne z;(A)-val, mivel kisebb a fokszama.
Hasonléan x;(\) is linedris kombinacidja z1(\), Z2(N), ..., Z5; (A)-nek.

Igy ny =N, Eni4+1 = 6;{1

Vxp(A\) megoldds meghataroz egy linedris fliggéséget (e fokit) az A + AB métrix ceruza oszlopai
kozott(k =1, p).

Ezért a €1, €2, ..., €p elemeket oszlopra vonatkozé minimdlis indexeinek nevezziik a A + AB
matrix ceruzara nézve.

Bevezethetéek a métrix ceruza transzpondltjara ani, 12, ..., 1y elemek. Ezen elemeket sorra vonatkozdé
minimalis indexeinek nevezziik a A + A\B matrix ceruzira nézve.

1. Tulajdonsag. Szigorian ekvivalens mdtriz ceruzdknak megegyeznek a minimdlis indexeik.

Bizonyitas: A + AB és P(A + AB)(@Q maétrix ceruzdk. P és (Q nem szingularis konstans matrixok.
(A+AB)x =0= P(A+AB)QQ 'z =0

Jeloljiik z := Q 'z = P(A+AB)Qz =0

Tehat minden o megoldédsa (A+AB)x = 0 egyenletnek beszorozva Q~'-el megadja a P(A+AB)Qz = 0
egy megolsasat, nem valtoztatva annak a fokan.

Legyen a kovetkezo kvazidiagonalis matrix:

(Opg, L L s Ley, LYy LT Ly Ao+ AB)

€g+17 “Eg+2) NMh+1" “Nhy2?

2. Megjegyzés. A teljes indexek sorozata oszlopra (sorra) egy kvdzidiagondlis mdtriz esetén megkaphato
mint egyesitése a megfeleld diagondlis blokkok indexeinek.

L. esetén egy indexe van: € oszlopra, sorai linearisan fliggetenek.
L% esetén egy indexe van: n sorra, oszlopai linedrisan fiiggetenek.

Oszlopra a minimélis indexek: e =2 =e3 = ... = ¢4 =0, g441,...,5p
Sorra a minimalis indexek: m =n2 =13 = ... =1, = 0, Ypg1, ., 7
L.-ra nincsenek elemi osztok.
A1 0 ... 00
L. — 0 A1 0 0
000 .. X1

A legnagyobb minorok: 1, A°, amelyek kozos osztdja 1.
Ugyanezt figyelhetjiik meg L%—re is.

3. Megjegyzés. Az elemi o0sztdi a mdtriz ceruzdnak megfelelnek a Ag + A\By elemi osztdival. A
kanonikus formdja egy mdtriz ceruzanak teljesen meghatdrozott a vele szingorian ekvivalens mdtriz
ceruza minimdlis sor €s oszlop indexei valamint az elemi osztor dltal.

5. Tétel. Két barmilyen m xn-es mdatrixz ceruza A+ A\B és A1+ A\B1 akkor és csakis akkor szigorian
ekvivalens, ha ugyanazok a minimdlis indexeik és elemi osztoik (véges és végtelen)

Példa: Legyen egy A + AB matrix ceruza, amire tudjuk a kévetkezo adatokat: €1 =0, 2 =1, 3 =
2, m =0,m =0, n3 =2, az elemi oszték: A2, (A +2)?, u3

A szerkesztés:
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Mivel az oszlop indexek kozott egy null index van, a sor indexek kozott pedig kettd, a matrixban

lesz egy ( 8 ) blokk.

g2 =1 eredményez egy Lo = ( A 1 ) 1 2-es blokkot.

€3 = 2 eredményez egy Lo = < 3)1\ (1) ) 2 * 3-es blokkot.
A0

n3 = 2 eredményez egy LT = [ 1 A 3 * 2-es blokkot.
01

A )2 egy véges elemi oszt6, ami egy 2*2-es Jordan blokkot eredményez \ sajatértékkel J 4+ Ay =
Al
(03)

A (A +2)? egy véges elemi oszt6,ami egy 2 * 2-es Jordan blokkot eredményez A + 2 sajétértékkel

(A +2 1
1X0
e A 13 egy végtelen elemi oszté, ami egy 3 * 3 nagysagu blokkot eredményez N = [ 01 A
001
A kanonikus alak:
r 7
0
0
L
r al
Al
L J
r Bl
A10
OA1
L -
r B
A0
1A
01
L |
r 1
120
01X
001
L J
r 1
Al
0A
L _

-
A4+2 1
0 )\4—2_l




2. fejezet

Numerikus algoritmusok

Ezen fejezetben bemutatasra keriilnek a P. Van Dooren [2] altal 1979 bevezetett algoritmusok matrix
ceruzakra, amelyek napjainkban is elfogadottak, mivel mérvado ujitast nem tudtak kifejleszteni. Ezen
algoritmusok implementaldsat Matlabban végeztem el, melyekrdl rovid informacidkat a fiiggelékben
olvashatunk. A dolgozathoz tartozik az 5 algoritmus csatolva.

Az el6z6 fejezetben bezetett kanonikus forméjat egy matrix ceruzanak Kronecker kanonikus alak-
nak nevezziik. Ehhez kot6déen a minimdlis sorindexeket/minimélis oszlopindexeket pedig Kro-
necker sor/oszlop indexeknek nevezziik. Az elnevezés onnan szarmazik, hogy Kronecker volt
az aki bevezette ezt a kanonikus alakot szinguléris ceruzakra.

Ebben a fejezetben a kanonikus alak forméja apré valtoztatasokkal szerepel, de ezen valtoztatasok
meglatjuk, hogy nem mérvaddak. A célunk, hogy bemutassuk, hogy milyen numerikus médszerekkel
lehet megkapni ezt az alakot barmilyen matrix ceruza esetén. Ez a probléma egy altalanositasa a mar
bemutatott sajatérték problémanak a Al — A matrix ceruzéra. Ha ismertek az A matrix sajatértékei
a Jordan struktira meghatarozasa egyszeriibb. Erre egy ismert algoritmus a Kublanovskaya algorit-
musa (ami késébb javitva volt Golub és Wilkinson &dltal). Hasonléan ha egy reguldris matrix ceruzéara
ismertek a sajatértékek egy szimpla altalanositasa ennek az algorimusnak megfelel6 stabilitasu lesz.
Ezt ki lehet boviteni egy szingularis matrixra is. Sok algorimus bizonyult instabilnak és komplexitdsuk
szempontjabol sem voltak elég hatékonyak, a pontatlan (hibatagok) szdmitasok jelenléte miatt.

A sajétértékek meghatarozasara haszndlhaté algoritmusok a mér emlitett QR (Schur dekompozicid)
és QZ (altalanositott Schur dekompozicié) algoritmusok.

Vezessiink be tjabb jeloléseket, elnevezéseket:
o A*=AT - az A métrix konjugslt transzponsltja
e AP - az A méatrix masodik diagondlisra vonatkozé transzpondltja
e Legyen A egy m * n-es métrix, U, V m * n-es unitér matrixok. Akkor:
UrA = % jelolést hasznaljuk ”sor stirités” esetén, amikor A, egy olyan matrix amelynek

sorai linedrisan fiiggetlenek és p-val jeloljiik sorainak szamat.

AV = [ Ac| O } jelolést hasznéljuk ”oszlop siirités” esetén, amikor A, egy olyan matrix ame-
lynek oszlopai linedrisan fiiggetlenek és p-val jeloljiik oszlopainak szamat.

Tehat az A, és A. matrixok sorra/olszopra maximélis ranggal rendelkeznek.

= A,-nek létezik jobb inverze: A, A.-nek létezik bal inverze: Al gy, hogy

A AT =1, = AT A,
e "Teljes rang” elnevezést hasznaljuk négyzetes invertalhaté matrixokra. Egy lehetséges maédja,

hogy ilyen matrixokat eléallitsunk az ugynevezett szinguldris értékek szerinti felbontas (SVD).
Ez a médszer az a kovetkezd felbontdst végzi el az A m * n-es métrixra: A = UXV, ahol

15
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1. U és V m*m illetve n x n nagysagu unitér matrixok.

2. ¥ egy m * n-es matrix

, |0
0|0

Y= Y, = diag{o1,...,0,}

ugy, hogy o; € Ry V(i = 1, p) telesiti, hogy o1 > o1... > 0, > 0

e A métrix ceruza ebben a fejezetben hasznalt dltaldnos alakja: A+ AB, kanonikus kvazidiagondlis
alakja pedig:
diag{Le,, Ley, ..., Le,, Ly, L}, ..., L} AN — I\ — J}

no 20
ahol
A =1 0 0 0
1. L, = 0 A -0 0 ami p * (u + 1) nagysagu
0 0 0 A =1
-1 0 0 0
A =1 0 0
2. LE = ami (g + 1) * p nagysagu
0 0o ... x -1
0 0o ... 0 A

3. N-Nilpotens Jordan matrix

4. J-Jordan matrix kanonikus alakja

Al — J magaba foglalja a véges elemi osztokat
AN — I magéba foglalja a végtelen elemi osztokat

Lathatjuk, hogy a Kronecker indexek valamint az elemi osztok teljesen meghatarozzak a kanonkus
alakot, az eltérés a két abrazoldsi médban (el6zé fejezet és a mostani) csak esetleges tran-
szpondlasban vagy el6jelben kiilonbozik. Ebben a fejezetben ezt az abrazolasi médot kovetjik.

e A véges elemi oszték halmazédra hasznéljuk a ” véges struktira” (vagy Jordan informécié \I—J-re)
kifejezést. A végtelen elemi osztok halmazara hasznéljuk a ”végtelen struktura” (vagy Jordan
informaci6 AN — J-re) kifejezést. A Kronecker indexek halmazdn a ”szingularis struktira”
kifejezést értjiikk. Ezen harom struktira teljesen meghataroz egy barmilyen matrix ceruzat.

2.1. Kublanovskaya algoritmusa

Kublanovskaya a A\I — A alaki matrixok Jordan informécidinak kiszamitdsara készitett algoritmust,
amikor ismertek A-ra a sajatértékek.

M —A=(A—a)l — (A—al) egyenletben a konstans tag (A — al). Vilagos, hogy \I — A-nak elemi
osztéja o ha A—al szinguldris. A vj-vel jeldljiik a nullity(A—aJ)’ (a métrix nullterének a dimenzidja)
értéket j = 1,1, ahol v; nem valtozik tovabb j > l-re.

1. Algoritmus - last fliggelék

Av;j= 1,1 értékeket a kovetkezd képlet alapjan kaphatjuk meg:

J
vy = E S;
i=1
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Magyarazat:
— Az algoritmusban a A\l — A matrix atalakul igynevezett 1épcsés matrixa.
Az 1. 1épés: a szingularis értékfelbontas:

Ajj = U;%;V;
rang(A; ;) = rang(X;)
nullity — s;

Az s; meghatdrozza, hogy hdny olyan vektor van, ami kielégiti a A;jz = 0 egyeneletet, kivéve a
nullvektort.

1. Tétel (Dimenzié tétel matrixokra). Legyen A egy m x n méretd matriz. Akkor
rang(A) + nullity(A) = s

Megjegyzés:

Definidlhatjuk sorra és oszlopra:

Oszlopra(n): zA = 0 egyenletet kell megoldjunk — n=r+s,
Sorra(m): Az = 0 egyenletet kell megoldjunk — n = r + s

n;- oszlopok szdma, 7;-rang
Mivel n; = rj 4+ s; = s; megadja, hogy hdny oszlopot kell levigjunk A; ;-bol, hogy teljes oszloprangja
legyen.

A 2. 1épés:

Aji1+1 ‘ )
Ajy | O

= Vi AV

Ebben a részben torténik az osszenyomads, valamint a szétvalasztas.
Mivel Aji1 j41-et tovdbb fogjuk darabolni, ehhez kell igazitani az als6 részt is:

Aperei

“i+l,5 : %

1 darabolas
Mindig kisebb és kisebb matrixokkal dolgozunk, amig A;1 ;41 nem lesz teljes rangu.

A 1épcsos alak:

Az algoritmus minden ciklusdban taldalkozunk a Vj*AjJVj szorzattal. Probaljuk meg Osszesiteni ezen
tényezdket egyetlen egyenletbe. Ehhez bévitsiik ki a Vj-ket n * n-es matrixokka és vezessiik be a V'
matrixot:

Kiszamoljuk V*-ot:

/ ’

VE= ViV VY =V LV ahol V] =

4

Vi 10
O |I

VI A—a)V=(V, -..- VI )A—al)(V1-...- V)
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A matrixok szorzdsa asszociativ mivelet, ezért észrevehetd, hogy kialakul az algoritmusban is jelen
levo szorzat:

AQ’Q O

VitA Vi = R

Ha mindig a bal felsé sarkot figyeljiik, akkor az algoritmus lépései utdn az A;yq ;41 matrixot kapjuk.
A jobb alsé sarokba pedig A, maétrix keriil, amir6l tudjuk, hogy nilpotens és a f6atléjan, valamint
felette csupa 0-k talalhatéak. A kovetkezo alakot kapjuk:

Aiy141 | O
X A,

b

A=V*A—al)V =

AV maétrix unitér, tehat VV* =1 =V*V = V(A —al)V = VAV —aV*'V = V*AV —al = A=
V¥AV = A+ ol

A4+ aly, O

VAV = A+ al =
ta X [ Aq+ala

ahol
aldy, O 0O 0] O T

Ay + alp = A alg, O O

Al72 A3’2 OZISQ O
L A A | A | aly |

o Az A;1; blokkok teljes oszlop rangiak: s;;1
o Az s; sorozat csokkend.
o Az A, + ala és A matrixok a kovetkez6 Jordan strukturaval rendelkeznek:
8j = 8j+1 = a;
darab Jordan blokkja van, aminek a nagysaga j.

Az eljaras folytatédik egy masik sajatértékre a bal fels6 sarokban levé matrixra.

2.2. Regularis ceruzak

Ebben a részben egy barmilyen reguldris ceruzara AB — A (n * n nagysagi) szeretnénk algoritmust
adni, amely egy « sajatértékre megadja a kivant informécidkat, hogy megszerkeszthassiik a kanonikus
alakjat. Miel6tt ratérnénk az algoritmusra térjink ré egy par 1épésére a konnyebb megértés kedvéért.
Mivel « sajatérték, a A\AB— A = (A—«a)B— (A —aB) kifejtésben az A —aB szinguldris. Az egyszeriiség
kedvéért vezessiik be a kovetkezo jeloléseket

N=A-a
Bi1=08
A171 =A-«

fgy a matrix ceruzank )‘IBLI — Ay,1, aminek az egyik sdjatértéke 0 lesz.

Az 1. 1épés:
Kiszamoljuk az A;; matrixra a szingularis értékek szerinti felbontdst(SVD):

e megkapjuk a kovetkez6 méatrixokat (Uy, X4, V)

e  kiszdmoljuk s; értékét: nullity(s;) - megadja, hogy mennyire kell 6sszenyomjuk A ;-et, hogy
oszlopai teljes ranguak legyenek.
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Ekkor mivel V unitér
A1 =USVe  A1aV =USa =] A2]0 |

.
(NBiy— A1)V = [ A'By — A | &El/ }
n— s s1
Kiszdmoljuk a Bj-re is a szinguldris értékek szerinti felbontést(SVD):
e megkapjuk a kovetkezé matrixokat (U, Xy, V3)
e az s; érték ugyanaz kell legyen, mivel masképp det(AB — A) =0

Ekkor mivel U unitér

. B,
By = Up2Vy Uy B1 = %V =
N2
Uf(NBig — Ai)VE = [ Uf(N By — A9) |UsN By | =
N By — Agy )\/31,1-| } s

A By — Ay OJ Yn— s
n— sy S1

Permutaciét végziink, hogy az alsé és fels6 blokkok felcserélodjenek. Ehhez 1étezik Py és Q1 permutacio
matrixok, (amelyek magukba foglaljdk az eddigi atalakitdsokat is) gy, hogy

NBay—Aza | O
NByy — Asy [NBia

Pl()\/Bl,l —A11)Q1 =

ahol

. By 1 teljes rangu

Az o
Az

teljes oszlop rangti n — s1

Tehét /\/Bl’l sajatértékei X -ben vannak, mivel det()\/Blyl) = (A/)sldetBLl (det By 1 konstans, nem fiigg
M-t6l). Ezért csak a )\,BQQ — Az o sajatértékeivel kell foglalkozzunk. Az algoritmus, most tjrakezdddik,
csak ezen méatrixal dolgozva.

Az 2. 1épés: .
Az 1. 1épést ismételjiik )\IBQQ — Az (n2 = n — s1 nagysdgi) reguldris métrix ceruzara. Legyen P és
é\g ehhez a matrixhoz tartozé attérési matrixok. Ekkor

P, | O
o |1,

PyPy(N By — A1L,1)Q1Q2 = Qo =

P =

U
Py(\' Byg — A92)Qo ’ @)
(N Bgy — A2,1)C/2\2 ’)\/31,1

NB3z— A3 O 0
_ | NBsa— A3, N By g 0 } 82
NBsy—Asy | NBai—Asn | MNBiy }s1
——
n—S81 — 89 S9 S1

ahol
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° Bs o és By teljes rangu

)

As3 . .
—= | teljes oszlop rangi n — s1 — s9
Az

L] A271 és

Ezt addig ismételjiik, amig a felsé bal blokk A; ; teljes rangt nem lesz.
2. Algoritmus - lasd fiiggelék

Az algoritmus eredménye:

/ NBiiiv: — A1 ‘ )
POAB — A)Q = PN Bi1 — A11)Q = ’ b1 _

( )Q (A B 1,1)Q@ X ‘A B~ A,

- )\/BH_LH-I B Al+1,l+1 O 0] @ 1 }nl+1
)\/BH_Ll - Al-i—l,l )\,Bl,l O O }Sl
NBii12—Aip1a | NBio— Aia | - N Bao @ } 89
)\/Bl+1,1 — A1 )\/Bl,l — A1 - )\,32,1 — Aoy )\/31,1 } s,

L ~~ S——

N1 S1 52 S1

ahol
1. Api1 41 teljes rangi (541 = 0)
2. B;; teljes rangu s; (i = 1,1)

3. A; i1 teljes oszlop rangi s; (i = 2,1)

Ebbél lathatd, hogy az s; sorozat csokkend és s; —sj 1 =a; >0 (j =1,1). A kivetkezékben latni
fogjuk, hogy ez a sorozat fontos elem a kanonikus alak kialakitasakor.

1. Lemma. FEgy madtrix ceruza szigoruan ekvivalens a kévetkezd ceruzdval
. / /
diag{\ Biy1,141 — Ai41,041, X Ba — Aa}

Bizonyitas: Matematikai indukcioval végezziik, transzforméaciékat bevezetve, amelyek segitségével
az Ajy1,i és Biyi, (1= 1,1) tagok O-v4 tehetdk.

Az l-edik lépésben vagyunk. A;yq;1-nek teljes rangja van. Ebbdl kévetkezik, hogy létezik olyan
sor transzformdci6, amire Ay j-et kiejthetjitk (A;41,; minden sora fiigg valamilyen A;yq ;41 soraitdl).
Hasonléan ejthet6 ki a B; + 1,1 métrix a B;; matrix altal.

NBiiigsr — Aiprgsr | O @)
NBpy— Ay NBy | O
X X X

Az i-edik 1épésben mar kiejtettiik az N Biy1,j—Ai41,; Vi > i-re elvégezhetjiik a kiejtést by Bii1i—Ai,
kiejtését is, haszndlva az A;4q 41 és B;; tagokat.

NBiyig1 — Aisgsr | O @ @

0 X| o| o

. NBii—Aip: |0 [NBii| O
I X X | X | X |
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2. Lemma. Egy mdtriz ceruzdra a N B, — Aq 1ész szigorian ekvivalens a kévetkezd ceruzdval (bidi-
agondlis blokknak hivjuk)

\'Byy ) @) O
N By — Ay — A1 ANBi—141 @) O
O O cee - A21 )\/B171

Bizonyitas: Matematikai indukcioval bizonyitjuk, hogy minden j oszlopban a )\/Bj,j és A; ;1 tagon
kiviil minden mas tag eltiintetheto.

Feltételezziik, hogy [ , ... , j 4+ 1 oszlopokra mar elvégeztiik a lépéseket. A B; ;_1 elemet eltiintetjiik
a Bj_1 -1 (teljes rangi) segitségével.
" x -
X
X
X | NBj;

/
—Ajj-1| ABj-1-1

r Bl

X X

X X A By
L |
N—_——

T Kiejtendo rész

Mivel Aj;;_1 teljes oszlop rangi ugyanolyan esetben vagyunk mint az el6z6 lemma esetén, az alatta
levé elemek mind lenulldzhaté A; ;1 és Bj_a 2 (teljes rangi) segitségével. A megmaradé elemek
Aji—1 és B;; alakuak.

Bevezetiink 1j jeloléseket:

Ji =1, K; =

. . ’7 ! . e . . 7z 7
3. Lemma. A bidiagondlis ceruza A By; — Ay; szigorian ekvivalens a normalizdlt ceruzdval

N, o) 0) @)
NB. — A — K1 NJ_ 10) 10)
0) 0) . =Ky NJ

Bizonyitas: \ By — Ap-ben By teljes (sor) rangt, tehdt létezik egy oszlop transzformacié, ami J;-
re redukélja, A;;_; teljes oszlop rangu, tehdt létezik egy sor transzformécié, ami A;;_i-et redukalja
K;_q-re. Ezt folytatva megkaphatjuk a kivant matrixot.

A hiarom lemma alapjan levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy

, ANBriig — A @
ABii— A~ = X+7+ %XB Al "~
o T «
N NBiiisn — A1 ‘ )
16 | X'Bo — Aq

valamint A\ By — Ag ~ X By — Ap; ~ X' B, — A,
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2. Tétel. Az {s;} indexek « sajdtértékre teljesen megadjik a AB — A mdtriz ceruza véges struktirdjat:
sj — 8j+1 = a; darab (A — )’ (j = 1,1) elemi osztdja.

Bizonyitas:
/ . , . . ’ ’ L, . ,
A B — Ay, szingorian ekvivalens a diag{\ Bj11 +1 — Ait141, A Bp — Ay }-el matrix ceruzaval =

- !
A B — Aigig4

(/\ — Oé)Jl
(A—a)B—(A—aB) ~ —K;_4

*Kl ()\*O&)Jl |

Mivel Ajyq 41 teljes rangi a felsé ceruzanak a sajatértéke nem o. A jobb alsé matrix ceruza minden
sajatértéke a és a strukturdjat konnyii leolvasni. Ennek a formdja valéban Al — A alakd, ahol A
kvézi-Jordan alaki. Igy s; — sj41 = a; Jordan lépcséje van, aminek a nagysaga j.(j =, 1)

Megjegyzés
Miutén az algoritmus végrehajtédott az « sajatértékre, ha ismeriink mas sajatértékeket, azokra is

végrehajthatjuk, a megkapott matrix ceruzara. fgy végeredményképpen a kovetkez6 matrix ceruzat
kaphatjuk:

AB— A 0 0
X A — ) Bay — Ao 0
P(AB — A)Q = (A= i) Boy, = Ao
X X | (A= a1)Ba, — Aa,

e A maétrix ceruzdnak k kiillonbozé véges sajdtértéke van: oy (i = 1,k)

o (A—q;)B,, — An,-nek van egy specidlis 1épcsés szerkezete

i
e P és (Q unitér matrixok
e A\B — A-nek csak végtelen elemi osztdi vannak, nincs véges sajatértéke

Ahhoz, hogy lassuk mit is kezdjliink a végtelen elemi osztok létezésével vizsgdljuk meg az elemi
osztokhoz rendelt matrixok kanonikus formajat.

Véges elemi osztdkra:

A—a 0 .. 0 0 0 0 0 0

-1 A—a .. O 0 =) - 1 0 0 0

0 0 o =1 A—a 0 0o .. 10
Végtelen elemi osztékra:

-1 0 .. 0 0 0 0 0 0

A -1 .. 0 0 ) 10 ... 00 7

O 0o .. x -1 0 0 .. 10

Mig a véges elemi oszték esetén az Aj; (A;;) (ranghidny) adja meg a viselkedését, a végtelen el-
emi osztok esetén a By (Bj;) (ranghidny).

Véges sajatértékhez a felbontds: (A —«)B — (A —aB) =XMBi1 — A1

Végtelen sajatértékhez a felbontds: A\B — A = )\IBM — Aq,1 ahol A\ = oo, ezért definidlhatjuk dgy is
mint By — /\IALI métrixceruza A" = 0-ban levé sajatértékre (A = %, ahol A =00 = \ = 0). Innen
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kovetkezik, hogy az algoritmus csak A és B felcserélésében kiilonbozik.
3. Algoritmus - lasd fiiggelék

Az algoritmus eredménye:

AB —A O
POB — A)Q = 141,041 — Al41041 i _
X | ABoo — Ace
I )\Bl+17l+1 - Al+17l+1 O O O T }nl+1
)‘Bl—i-l,l — Al-‘rl,l _Al,l O O }Sl
ABij12—Aiy12 [ ABi2 — A2 | - — Az ) } 59
)\Bl—l-l,l — Al+1’1 )\Bl,l — Al’1 ABQJ_ — A271 —A171 }81
L —_———— [ ——
N1 Si 52 S1

ahol

1. Bit1,41 teljes rangi (s;41 = 0)

2. A;; teljes rangi s; (1 = 1,1)

3. Bji—1 teljes oszlop rangu s; (i = 2,1)
A két algoritmus segitségével megkaphatunk egy 1épcsos format, ami szigoriian ekvivalens az eredeti
matrix ceruzaval.
ABy—A; | 0O
X ABw— A

AB— A~

Javasolt, hogy el6szor valasszuk el a végtelen elemi osztékat a matrix ceruzatol, csak aztan hatarozzuk
meg a véges elemi osztok strukturajat, kezdve a legkisebb sajatértékkel. Ha a sajatértékeket nem
ismerjiik hasznaljuk a QZ algoritmust ABy — Ay-re.

3. Tétel. Az s; indexek teljesen megadjdk a A\B— A mdtriz ceruza végtelen struktirdjdt: s;—sji1 = d;
(7 = 1,1) darab elemi osztdja van j-edik hatvdnyon.

Bizonyitas:
Haszndlva a mar bevezetett lemmakat konnyen észre lehet venni, hogy

-\
A B — Aigia4

—J;
(/\—Oé)B - (A—OéB) ~ )\Kl—l

MK =y

e A bal fel6 matrix ceruzanak csak véges sajatértéke van, mivel By 41 teljes rangi

e A jobb alsé métrixceruza minden sajatértéke végtelen. Permutdcio segitségével at lehet alakitani
kanonikus forméba.

Megjegyzés
Mar emlitettiik, hogy célszeriibb elGszor a végtelen elemi osztok matrixat levalasztani és a fennmaradt
matrixra hasznalni az algoritmust a véges struktura meghatarozasa céljabdl. Figyeljiik meg egy példan
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keresztiil ennek okat. Legyen AB — A egy olyan métrix ceruza aminek egy véges sajatértéke van
(A = 20) és egy elemi osztéka a végtelenben a 15. hatvanyon

0 1
1

AB— A=)\ ' _
10 1

1 20

Ha a szdmitasokban ¢ a hibatag, a métrix ceruza atalakulhat a kévetkez6 formaba \(B+E) — (A+F).
Aminek a sajatértékei:

IN| e 156 =T,15
Nig=20+7 |n| < 20e

Egy olyan szamitégépen, ahol a pontossig ¢ = 1071° a végtelen sajatérték is véges sajatértékként fog

szerepelni. Ez elkeriilhetetlen ha az eredeti matrixra hasznaljuk a QZ algoritmust, ezért el0szor ha a

végtelen struktiurat hatarozzuk meg ezen hiba kikiiszobolheto.

Az el6z6 két algoritmusnak 1étezik dudlis algoritmusa is. Abban &ll, hogy az oszlopstizitést helyettesitjiik
sorstiritéssel és forditva. Mindkét esetben igaz, hogy az s; = 5; (nullity(A;;)). Nézziink egy parhuzamos
Osszevetést a kovetkez6 tablazatban.

Algoritmus

Dualis algoritmus

()\ — Oé)Bl,l — A171
I

Az elsd 1épés

(A= a)[Ba2|B1] - [Az\\f_,]

S1
B Ao O

(- a) 22 | | B 2,2
Bs1 |Bia A21 |0

()\ — Oé)Bl,l — A171
I

Az elsd 1épés

B L s
A—a) ,\71 - = ya
By Ay
Bii | « o |o
AN—a) | == — | = =
By | Bap Az | Az

Léathato, hogy a kiilonbség csak abban all, hogy a végsé matrix egyik a masiknak pertranszponaltja.

Habar ugy lathatjuk, hogy a dualis algoritmusok bevezetése nem hoz semmi Ujat, meg fogjuk latni,
hogy szinguldris ceruza esetén fontos szerepet fognak jatszani.

2.3. Szingularis ceruzak

Lathattuk, hogy a szingularis ceruzak kanonikus alakja komplexebb mint a regularis ceruzdké. Ebben
a részben meg szeretnénk mutatni, hogy az eddigi algoritmusok kevés valtoztatasaval hogyan tudunk
1j algoritmust 1étrehozni ami megfelel6 szingularis ceruzak esetén is.

Figyeljiik meg a kanonikus alak blokkjait:

A =1 0 .. 0 0 1 0 0 0 0 010 00

0 A -1 ... 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
(1] =2 _

0 0 0o ... A -1 o0 0 .. 1 0 O 0 0 .. 01

Kronecker sor indexekre B A1

(n 4 1) * n nagysdgu blokk
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—1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
A =1 0 0 1 0 0 0 01 0 0
2] = -
0 0 ... X -—-1 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 ... O A 0 0 0 1 0o 0 . 0
Kronecker oszlop indexekre Bi,1 A1
n * (n + 1)nagysdgi blokk
A—« 0 .. 0 0 0 0 0 0
-1 A—a ... O 0 1 0 0 0
(3] S =A-a)l-
0 0 . —1 A—«a 00 .. 10
Véges elemi osztékra B = A1
-1 0o ... 0 0 0 0 0 0
A -1 .. 0 0 1 0 0 0
(4] . = . =1
0 0o .. A -1 0 0 1 0
Végtelen elemi osztékra Bi11 Ap =1

Vizsgaljuk meg, hogy milyen hatassal vannak a regularis ceruzdkra irt algoritmusok egy-egy matrix
ceruzakra.

Vegylik el6szor azon algoritmust, amely a végtelen elemi osztok kezelésére szolgal:

e Az algoritmus hatdssal van azon ceruzan, amelynek hidnyos oszlop rangja van Bj j-ben (A az
egyiitthatd). Igy az 1-es és 4-es blokkokat érint.

o A dudlis algoritmus hatdssal van azon ceruzan, amelynek hidnyos sor rangja van By 1-ben (A az
egyiitthatd). Igy az 2-es és 4-es blokkokat érint.

Vegyiik azon algoritmust, amely a véges elemi oszték kezelésére szolgal:

e Az algoritmus hatéssal van azon ceruzan, amelynek hidnyos oszlop rangja van A; j-ben (A — «
az egyliitthatd). Igy az 1-es és 3-as blokkokat érint.

e Az algoritmus hatdssal van azon ceruzan, amelynek hidnyos sor rangja van Aj j-ben (A — a az
egyiitthatd). Igy az 2-es és 3-as blokkokat érint.

A Kronecker indexekbdl szarmazé blokkokat Kronecker blokkoknak nevezziik. Ezek nem négyzetes
blokkok (sor vagy oszlop ranghidnnyal rendelkeznek) igy logikus, hogy az algoritmusok hatnak réjuk.
Tehat az eddigi algoritmusok segitségével is megkaphatjuk a kivant informécidkat. A véaltoztatds ami
sziikséges abban 4ll, hogy nem négyzetes matrixunk van valamint a stiritések mas-mas dimenzidjiak

rj 75 Sj.

Valtoztassunk elOszor azon algoritmuson amely a végtelen struktira meghatarozasara irédott.

4. Algoritmus - lasd fiiggelék

Az algoritmus eredménye:
A megallasi feltétel: Bj; teljes oszlop rangi (s; = 0,/ = j —1). A megalkotott P és @ unitér
matrixokra a kovetkez6 Osszefliggést kapjuk:

ABii1041 — Air141 ‘ @)
X

P(AB — A)Q = =
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[ ABipi,41 — Airii41 O O 0 Y mysq
)\Bl+17l — Al+1,l — Al,l O O },,,l
ABii12 — Ay ABia — A | - — Az O }ro
ABiiig— A MBia—Ain | - [ AB21 — Az | —Au Vr
L —_—— I~ 1
ni+1 S 52 S1
ahol
1. Bjy1,41 teljes oszlop rangi
2. A;; teljes sor rangi r; (i = 1,1)
3. Bj;—1 teljes oszlop rangi s; (i = 2,1)
Bevezetve két 1ij sorozatot kovetkeztethetiink arra hogy
si—ri=e >0 1=1,1
ri—Sit1=d; >0 i=1,1
4. Lemma. FEgy AB — A mdtriz ceruza szigorian ekvivalens eqy ceruzdval ami
diag{\Bi1,4+1 — Ai1,41, A\By — Ap}
ahol
- -
MK . 1
i+1
i AKy  —J1 |

4. Tétel. Az {e;} és {d;} indexek teljesen meghatdrozzdk a Kronecker oszlop indexeket {e;} és a
végtelen elemi osztékat, amiknek a hatvinya {0;}.

Bizonyitas:
Hasznalva az el6z6 lemmat

AB — A ~ diag{\Bi11,1+1 — Ai11,141, \Bn — An}

A Bji1,41 teljes oszlop rangi tehdt a ceruzanak nincs végtelen elemi osztéja és Kronecker oszlop
indexe. Ha egy alkalmas permutéciét valasztunk a AB,, — A, egyszeriivé valik és kizardlag ezen két
struktira elemeibdl &ll.
Matematikai indukcioval bizonyitjuk:
Tudjuk, hogy

O=s41 <1 <5< .. <rpg<s3<r; <s

J
AB,, — A,-ben:

e minden —1-es alatt taldlhaté egy A
e minden A jobb oldaldn taldlhaté egy —1
A ceruzabdl levalasztunk

1. d; darab végtelen elemi osztét | fokon
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2. ¢; darab L;_1 blokkot, aminek a Kronecker oszlop indexe: [ — 1

Elso6 1épésben d; = r;. Permutacidkkal ki kell alakitsunk d; darab végtelen elemi osztéknak megfeleld
blokkot, ami [ % [ nagysagu

-1 0 ... 0 0
A =1 0 0
0 0 A =1

ugy, hogy felhasznaljuk J;-et, aminek pont d; sora van. Ennek minden sora az elsé sora lesz a fenti
kanonikus alaki matrixnak. Tehat minden sorhoz még sziikség van [ — 1 sorra. Ezen hidnyzé sorokat
a J; és K;-bol vesziik. Egy matrix megalkotdsahoz keriil egy sor J;-bol valamint minden i-re J; és
K;-bol. fgy megkaphatjuk a kivant alakokat.

Ekkor minden r; és s; csokken rj-el, r; pedig 0 lesz. AK;_i-ben marad s; — r; darab A, ami pontosan
az e;. Most le kell valasszunk e; darab [ % (I — 1) nagységi blokkot aminek az alakja

A -1 0 ... 0 0
0 A -1 .. 0 0
0 0 0 ... x -1

igy a K;_q-et is felhasznaltuk teljesen.
Minden r; és s; csokken sj-el.

Sj1=8j41—n—s, Jj=11-2
sj =8 — 1 — 8, j=11-1 = e;,d; konstansok
Tj:T'j—Sl—T'l, jZl,l—l

fgy most eljutottunk egy kisebb matrix ceruzahoz, amire teljesiil
O0=s5<r1<s5.1<..<1m<s<rmn<s
Ez a ceruza kielégiti az indukcios feltételeket (redukalt), igy az indukcids 1épés teljes.

5. Tétel. Az {e;i=1,.1} €s {djji=1,...} indexek meghatdrozzdk a kovetkezd struk-tirdjit a A\B — A
matriz ceruzdra:

(1) wvan d; végtelen elemi osztdja i. hatvanyon (i = 1,1)

(ii) van e; Kronecker blokkja: L;—1, aminek a nagysdgai—1 (i =1,1)
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Lassunk egy példat:

r 2l
-1 0 O
A—-1 0
0 X -1
0 0 A
L J
r n
L)\—{—Q
r 2
A—=3 0
1 A-=3
L J
roar 2l
-1 0
— 0
LoaL J
r als 1
A 0 0 -1 0 0 00O
0O X 0 0-10 000
0 0 X 0 0-1000
0 0 O 0 0 0-100
L L a

A jobb oldali métrix AB,, — A, alakd, az indexek pedig:
d1:1,d2:1,d3:0;61:2,62:1,63:1

4

51=1,5222;6120,6220,8321,8422

-

0

1, =2 ;
.'
)
I

£ .4
-
]

5-‘:
s*!'

A képen lathaté mdédon csoportosithatjuk az elemeket és kialakithatjuk a kanonikus alakot. Az
Osszekapcsolt elemek egy matrixot hatdroznak meg, aminek a Kronecker indexét is megjelenitettiik.
Azt is megfigyelhetjiik, hogy az elemkivalasztas hiien tiikkrozi az el6z6 bizonyitas menetét.
Valtoztassunk azon algoritmuson dudlisan amely a végtelen struktira meghatarozasara irodott.

5. Algoritmus - lasd fiiggelék

Az algoritmus eredménye:
A megalkotott P és @) unitér matrixokra a kévetkez6 Osszefiiggést kapjuk:

\B - A 10
| ABit1 k1 — Ak 1 k41
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i —A171 0] @) @) T }5\1
ABgy — Az —Aso O @) 5
ABpi— Apa | ABra2 — Aka | o | — Ark 19 Y6

i X < .Y /\Bk+1,k+1v— A1 k41 | Y

1 T2 TL Nht1

ahol

1. Biy1 k1 teljes sor rangu

2. A;,; teljes oszlop rangi 7; (i = 1,k)

3. Bji—1 teljes sor rangu §; (i = 2, k)

6. Tétel. Ha eqy szinguldris AB — A ceruzdra haszndljuk az el6zé algoritmust, meghatdrozhatjuk a
Kronecker sor indexeket {n;} és a végtelen elemi osztékat {;}:

(i) d; = 75 — 5,11 végtelen elemi osztdk i. hatvinyon (i =1,k)
(ii) e; =5 — 73 Kronecker blokkok: LY |, aminek a nagysigai—1 (i=1,1)

7. Tétel. Mindig lehetséges eqy unitér transzformdcio, hogy eqy barmilyen mdtrix ceruzdt a kovetkezd
formdba hozzunk:

AB, —A,| O 0] 0
X | AB;— A %) 19)
PO\B — A)Q =
( )Q X X ABoo — As| O
X X X AB: — A.

ahol
(i) ABjy — Ay egy négyzetes regularis ceruza, ami a véges elemi osztokat tartalmazza AB — A-bdl
(ii) ABo — Ay egy négyzetes regularis ceruza, ami a végtelen elemi osztékat tartalmazza AB — A-bél

(ii) AB, — A, és AB. — A, szinguldris ceruzak, amelyek a Kronecker sor és oszlop strukturat
hatarozzak meg

Bizonyitas:
Koénnyen észrevehetd, hogy a AB — A maétrix ceruza ekvivalens a kovetkez6 alakkal(hasznédlva a 4.
algortimust):
ABii1041 — Air141 O
P(AB - A)Q = ‘ ——— =
X IAB -4
[ ABip1041 — Aip141 ) O O 7 ym
>‘Bl+1,l — Al-‘rLl — Al,l O 0, }Tl
)\BH_LQ — AH_LQ )\Bl’Q — Al72 — Agyg 0] }7"2
)\Bl+171 — Al+1,1 )\Bl,l — Al,l ABQJ — A271 _Al,l }7’
L ~~ — Y 1
ni4+1 S S92 S1

A ABiy141 — Apga, 41 két struktira elemet tartalmaz (hidnyos sor rangjuk van):
e Kronecker sor indexeket

e véges elemi osztdkat
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Ha erre hasznaljuk az 5. algoritmust a kovetkezot tudjuk felirni:

AB,—A, | O
X |\Br-4;

Py(ABis14+1 — Aip141)Q1 =

Ez az algoritmus a AB — A ceruzdra a kivetkez6 médon hat:

)\BOO—AOO‘ o)

Py(\B — A)Qy =
2( )@ X |AB.-A.

ahol a végtelen elemi osztdk el vannak valasztva a maradék AB. — A, matrixtol.

Megjegyzések:

1. Az utolsé két algoritmus azon kiviil, hogy elvédlasztja a négy strukturat, tobb belsé informaciéval
is szolgdl. A AB, — A, magéba foglalja a Kronecker sor indexeket és 1gy van egy specialis
kanonikus alakja. A ABy — Ay-re tudjuk, hogy By invertalhaté. A AB— A magaba foglalja a
Kronecker oszlop indexeket és a végtelen elemi osztokat (szétvalaszthatdk). A maradék ismeretek
amiket még megkaphatunk: a Jordan informécidkat.

2. Ha a bizonyitasban megjelolt algoritmusokat hasznéaljuk a véges struktira nem lesz 1épcsés alaki,
ezért alkalmazhatjuk az 1. algoritmust. Ezzel ellentétben a végtelen struktira mar 1épcsés
alakban szerepel.

3. Ha elOszor hasznaljuk a matrix ceruzankra az 5. algoritmust és majd csak aztén a 4. algoritmust,
akkor azt kapjuk, hogy

AB, — 4, @) O @)
X ABo — Ao 0 0]
P(AB — A)Q =
( )Q X X ABj — As 0
X X X AB. — A,

4. Ha a reguldaris ceruzakra irt algoritmust hasznéljuk szingularis ceruzakra, akkor segitségével is
meghatdrozhatjuk a Kronecker struktirat egyiitt az « sajatértékhez rendelt struktiraval. Ha
valotlan sajatértéket adunk, akkor csak a Kronecker strukturat kapjuk meg. Numerikus szem-
pontbdl ajanlott az utolsé két algoritmus, mivel nem sziikséges hozzajuk ismerni a sajatértékeket,
de a Kronecker struktiurat valamint a végtelen struktirat konnyen meghatarozhatjuk.
Kovetkeztetésképpen elmondhatjuk, hogy kiindulva a reguléris ceruzdkra irt algoritmusbdl elju-
tottunk olyan algoritmushoz, amit minden matrix ceruzara haszndlhatunk és megadjak a Kro-
necker struktirat (sor, oszlop).



3. fejezet

Fontosabb eredmények - roviden

Nem sokkal azutdan, hogy megjelent cikkben a bemutatott algoritmus Wilkinson is megjelentette a
cikkét [6], aminek az alapgondolata a QZ algoritmus bemutatasa, kiemelve az algoritmus hibale-
hetOségeit.

A QZ algoritmus lényege a kovetkez6 tételben all:

1. Tétel. Egy A—)\B requldris ceruza esetén, amire Au = ABu sajdtérték feladatnak van o; sajdtértéke,
akkor 3 Q, Z unitér mdtrizok gy hogy

QAZ = A

QBZ =B

ahol A és B felsé hdromszég mdtrizok amire tudjuk, hogy

i = ok, bii = ki, ha (Jos| < 1)
Qi = ki, big =" ha (|Ja;| > 1)

a;’
Ahol k; # 0 és a; barmilyen rangi lehet.

Tehat ha egy A + AB reguldris méatrixceruzara A-t és B-t unitér transzformacidékkal at tudunk
alakitani felsé haromszog matrixokka akkor a sajatértékeket a kovetkezdképpen szdmolhatjuk ki:

1. )\z = dig ha b,m' 7& 0

bii’
2. X=o00,hab;;=0ésa;; #0
3. bi; =0 és a;; =0 eset kizart mivel regularis matrix ceruzanak van.

Vizsgdlta a szinguldris matrix ceruzakra valé hatdsat is a QZ algoritmusnak. Az tapasztal-
haté, hogy hasonléan kialakithatéak az Aés B matrixok, amelyek fels6 haromszogmatrixok lesznek.
A szinguldris részbél viszont az szarmazik, hogy a f6atlén megjelennek (a;;,b;;) = (0,0) pérok.
Ezen kiviil az unitér transzformdciék arra is szolgdlnak, hogy a nem 0 parokbdl szarmazé aranyok
tetszOlegessé tehetd, ami elrontja azon torekvésiinket, hogy megkapjuk a megfelel6 sajatértékeket.
Ezen kiviil barmilyen kicsi perturbécié (hibatag) elronthatja a matrixok szingularitasat, regularitdsat,
ez példdkkal van illusztralva.

A szerzd célja nem az volt, hogy kritizdlja a QZ algoritmust, mivel az a lehetd legpontosabb
eredményt adja, hanem ald akarta tdmasztani azon Otletet, hogy matrix ceruzak esetén mindenképpen
elOszor le kell valasztani a szingularis részt és csak aztan foglalkozni a reguldris résszel. Persze a
kerekitési hibak igy is hozhatnak eltéréseket, nem kiiszobdlhetk ki.

Demmel 1995-ben kiadott cikkének a f6 téma a matrix ceruzak halmazanak dimenziéjara vonatkozd
Osszefiiggést megadasa. Parhuzamosan ad meg két bizonyitdst egy klasszikusat valamint bevezet egy
1j szemléletet is ami a mar bemutatott algoritmusra épil.

Miel6tt ratérnénk a tételre vezessiik be a kovetkezd fogalmat:

1. Definicié. Legyen A és B egy m * n-es mdtrizpdr. Definidljuk az A — AB mdtrizceruza pdlydjdt:
31
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orbit(A — AB) = {P(A — AB)Q_1, ahol det(P)det(Q) # 0}

Mint lathatjuk a péalya definial egy sokasdgot a 2mn dimenzids térben. Ebben a sokasdgban minden
matrix ceruza ekvivalens az eredeti A—AB maétrix ceruzaval. Ennek a sokasdgnak a (co)dimenzidjanak
a meghatarozasara szolgalnak a kovetkezo tételek.

2. Tétel. Az A — \B mdtriz ceruza pdlydjdnak codimenzidja csakis a Kronecker struktirdtol figg. A
codimenziot megadhatjuk mint dsszege a kulonbozd struktira elemeinek cominezidja dltal.

CTeljes = CJor + Cjobb + CBal + CJor,Szing + CSzing
Nézziik meg mit is jelentenek a tételben szereplé codimenzidk:

e A Jordan struktira codimenzidja

Cror = Y (q1(A) +32(A) + 5a3(N) + ...)
A

ahol q1(A) > g2(A) > g3(\) > ... jeloli a Jordan blokkok nagysigét ami a A sajatértékhez hoz
tartozik. Az Osszegzésben szerepel minden A sajatérték, kivéve a végtelen sajatérték, ha ez
1étezik.

e Az L szingularis blokk codimenzidja cjopp = > > «(j—k—1), ahol az 6sszegben szerepel minden
L; és Ly blokkpar, amire j > k.

e Az L7 szinguldris blokk codimenzidja cgg = > > x(J —k—1), ahol az sszegben szerepel minden
LT és Lf blokkpar, amire j > k.

e A Jordan struktira és a szingularis blokkok egyiittes jelenlétébdl szarmazoé codimenzio: ¢jor 5zing =
(a nagysiga a Jordan struktiranak)(a bal és jobb blokkok szdma).

e A bal és jobb szingularis blokkok egytittes jelenlétébol szarmazé codimenzio:

CSzing = 3 (J Tk +2)
j,k

ahol az 0sszegben szerepel mindn L; és LZ blokkpar.

Szanté Csaba és Horvath Alexandru ezen év janudrjéban megjelent cikkében [5] teljesen més
szempléletben vannak bemutatva a matrix ceruzak. Ugy tekintik ezeket mint Kronecker modulu-
sok. fgy Osszefliggést teremtettek a reprezentacié elmélet, a numerikus linedris algebra valamint a
matrix elmélet kozott. Megadjak a megfelel6 megfeleltetést ezek invaridnsai kozott. Felhaszndlva ezen
szemléletet az el6z6 tétel bizonyitasa is egyszeriibbnek bizonyul.



4. fejezet

Fluiggelék

1. Algoritmus

# Kezdbértékadds, a -sajatértéke A-nak:
J=L A1 =A-al;n =n;

# Ciklus:
Amig (igaz)

# Szinguldris értékek szerinti felbontds végziink A; j-re
Meghivjuk SVD(A; ;)-t. Az eredmény: (U;,%;,V;)
Kiszamoljuk rang(r;), nullity(s;) értékeket.
Ha s; = 0 akkor

l:=75—1;

Stop.
Vége(Ha)

# Osszestiritjiik Aj -t teljes oszlop rj rangra és particiondlunk

Ajgn | O
Ajny | O

= Vi AV

# Ujranevezéseket és particionalast végziink
Minden i=1-tdl j-1-ig egyenként elvégezziik:

[ Ajraa | Aji ] = A5V
Vége(Minden)
Mj+1 1= T4

J=it
# j + l-edik 1épés kovetkezik

Vége(Amig)
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2. Algoritmus

# Kezddértékadds, a -sajatértéke A-AB-nak:
ji=1, A11:=A—abB; B11 := Bny :=n;

# Ciklus:
Amig (igaz)

# Szinguldris értékek szerinti felbontéds végziink A; ;-re
Meghivijuk SVD(A; ;)-t. Az eredmény: (Ug, X4, Vy)
Kiszdmoljuk rang(r;), nullity(s;) értékeket.
Ha s; = 0 akkor

l:=7-1,

Stop.
Vége(Ha)

# Osszesfiritjik Aj -t teljes oszlop r; rangra és ugyanezt elvégezziik B; j-re is.

[ Aj1]0 ] = A5;Vas [ Bjs1| By | = Bj;Vas

# [jjranevezéseket és particionalast végziink
Minden i=1-t6l j-1-ig egyenként elvégezziik:

[ Aj—l—l,i ’ Ajﬂ' ] = Aj,,-Va; [ Bj—i—l,i
Vége(Minden)

Bj; | = BjiVa;

# Szinguldris értékek szerinti felbontds végziink Aj-re
Meghivjuk SVD(B))-t. Az eredmény: (Uy, Xy, V)
Kiszdmoljuk rang(s;) és U, értéket.

# Osszestiritjik Bj-t teljes sor rangra permutdlunk és particiondlunk

A Bl
Jj+1,j+1 . . j+1,j+1 . .
A— = PbUI;kAj+1, B— = PbU(;kBj+1,
j+1,5 Jj+1,5
O *
—' ' = PbUb Bj;
J:J

Nj4+1 =Ny — Sy
J=i+L
# j + l-edik 1épés kovetkezik

Vége(Amig)
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3. Algoritmus

# Kezddértékadas:
ji=1, A11:=A; B11:=B;ni:=n;

# Ciklus:
Amig (igaz)

# Szinguldris értékek szerinti felbontéds végziink Bj j-re
Meghivjuk SVD(B; ;)-t. Az eredmény: (Uy, Xy, V3)
Kiszamoljuk nullity(s;) értéket.
Ha s; = 0 akkor

l:=7-1,

Stop.
Vége(Ha)

# Osszestiritjiik B j-t teljes oszlop rangra és ugyanezt elvégezziik A; j-re is / particiondlas.

[ Bit110 ]:=B;;Ve [ Ajsal4; | = A5,V5;

# [jjranevezéseket és particionalast végziink
Minden i=1-t6l j-1-ig egyenként elvégezziik:

[ Bitvi | Bja | =BjiVes [ Ajyra | Aji | = 4iV
Vége(Minden)
# Szinguldris értékek szerinti felbontds végziink Aj-re
Meghivjuk SVD(A;)-t. Az eredmény: (Uq, X4, Vy)

Kiszamoljuk rang(s;) és Uy értéket.

# Osszestiritjik Aj-t teljes sor rangra permutalunk és particionalunk

B A1
j+1,5+1 L * . Jj+1,j+1 L * .
B~—~ = PaUaBjJrla A— = PaUaAjJrl,
j+1,5 J+1,3
0]
*
1 = P,U;Ajy;
750

Nj4+1 =Ny — Sy
J=i+L
# j + 1-edik 1épés kovetkezik

Vége(Amig)
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4. Algoritmus

# Kezdbértékadas:
j = 1; ALl = A; Bl,l = B; ny:=mn;m=m

# Ciklus:
Amig (igaz)

# Szingularis értékek szerinti felbontds végziink az Bj j-re (m; * n;)
Meghivjuk SVD(B; ;)-t. Az eredmény: (Uy, Xy, V3)
Kiszamoljuk nullity(s;) értéket.
Ha s; = 0 akkor
l:=7-1,
Stop.
Vége(Ha)

# Osszestiritjik B j-t teljes oszlop rangra és ugyanezt elvégezziik A; j-re is / particionélas.

[ Bit110 ]:=B;;Ve [ Ajsal4; | = A5,V5;

# [jjranevezéseket és particionalast végziink
Minden i=1-t6l j-1-ig egyenként elvégezziik:

[ Bitvi | Bja | =BjiVes [ Ajyra | Aji | = 4iV
Vége(Minden)
# Szinguldris értékek szerinti felbontds végziink Aj-re (m; * n;)
Meghivjuk SVD(A;)-t. Az eredmény: (Uq, X4, Vy)

Kiszamoljuk rang(r;) és U; értéket.

# Osszestiritjik Aj-t teljes sor rangra permutalunk és particionalunk

B A1
j+1,5+1 L * . j+1,j+1 L * .
B~—~ = PaUaBjJrla A— = PaUaAjJrl,
j+1,5 J+1,3
0]
*
1 = P,U;Aj;
750

mj_,_l = m]’ — rj;

nj+1 = nj — Sj;

Ji=J+1

# 7+ l-edik 1épés kovetkezik

Vége(Amig)
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5. Algoritmus

# Kezdbértékadas:
j = 1; ALl = A; Bl,l = B; ny:=mn;m=m

# Ciklus:
Amig (igaz)

# Szingularis értékek szerinti felbontds végziink az Bj j-re (m; * n;)
Meghivjuk SVD(B; ;)-t. Az eredmény: (Uy, Xy, V3)
Kiszamoljuk nullity(s;)(sorra) értéket és Uy értéket.

Ha 5 = 0 akkor
k:=7-1;
Stop.

Vége(Ha)

# Osszestiritjik B j-t teljes sor rangra és ugyanezt elvégezziik A; j-re is / particionalds.

O A,
= PUB; i I | :=PUA, ;;
Bitt b Dy Aj1 b4,
# Ijjranevezéseket és particionalast végziink
Minden i=1-t4l j-1-ig egyenként elvégezziik:
B A
]72 * ],l *
—— | := BU, B, ;; = PBUAjis
Bj+1,i b7, AjJrl,i b 417,10

Vége(Minden)

# Szingularis értékek szerinti felbontds végziink Aj-re (m; * n;)
Meghivjuk SVD(A;)-t. Az eredmény: (U, X4, Va)
Kiszdmoljuk rang(7;).

# Osszestiritjiik Aj-t teljes oszlop rangra, permutalunk és particiondlunk
[ Bj+1jlBjrige1 | = BjVas [ Ajrigldjengm | o= AjaVas
[ Aj’j’O ] = AjVa;

Mjt1 1= Mj — 55

Nj1 i= Ny —T5;

J=J7+1L

# j 4 l-edik lépés kovetkezik

Vége(Amig)
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Az implementalt algoritmusok:

1. Kubla - adott sajatértékre

2. regl - regularis matrix ceruza esetén adott sajatértékre

3. reg2 - regularis matrix ceruza esetén végtelen sajatérték

4. szingl - szinguldris matrixceruza esetén - Kronekker oszlop indexek

5. szing2 - szingularis matrixceruza esetén - Kronekker sor indexek
Futtatasok:

1. Kubla(A,alfa)

e A- négyzetes matrix

e alfa-sajatérték
2. regl(A,B,alfa)

e A B négyzetes métrix - reguldris matrix ceruzat alkotjik

e alfa sajatérték
3. reg2(A,B)

e A, B négyzetes méatrix - reguldris métrix ceruzat alkotjak
4. szingl(A,B)

e A B négyzetes métrix - szinguldris matrix ceruzat alkotjdk
5. szing2(A,B)

e A B négyzetes métrix - szinguldris matrix ceruzat alkotjdk
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