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1. BEVEZETES

Ennek a dolgozatnak a célja a zérusosztok tanulmanyozésa a (Z,, +, -) gyliriiben
és segitségiikkel a tokéletes szamok vizsgalata. Legelészor altalanos megfigyelések,
mint példaul a zérusosztok részgyirije, a zérusosztok, nilpotens és potens ele-
mek kozotti Osszefiiggések és polinomok vizsgdlata a (Z,, +, -)-ban. A zérusosztdk
Gsszegére vonakoz6 eredmények, a valddi oszték kivdlogatdsa a z.o-k(zérusosztok)
koziil. Befejezésként pedig egy moddszer, ahogyan megprobaltam megkozeliteni a
tokéletes szamok problémé&jét a z.0-k segitségével, vagyis a Z; = {z|()y € Zq,27 =
0} halmazok vizsgalata és a (U, = {Z4|d € Z,},,J) tanulményozésa.

A tokéletes szamok probléméjat legelszor Euklidész fogalmazta meg, az Elemek
cimil munkajaban i.e.300-ban. Ugyanitt részleges valaszt adott a paros tokéletes
szamok problémajara. Ezt kovet6en megjelenik a probléma i.sz.100-ban Nichomacus-
nél is. Elédei munk&jat folytatta Thaib ibn Qurra, aki bevezette a Mersenne tipusiu
primek fogalmét.

Azéta gazdagodott a matematika torténete, de a tokéletes szadmok probléméja
még mindig nincs megoldva teljesen. 1500-tél napjainkig rengeteg neves matem-
atikus foglalkozott mar ezzel a témédval, mint példdul Cataldi, Descartes, Fermat,
Mersenne, Frenicle, Leibnitz, Euler, Lucas, Catalan, Sylvester, Cunningham, Pepin,
Putnam, Lehmer, stb. Még napjainkban is sokan foglalkoznak a téméval, hisz nagy
jelent6séggel bir a tradicidja és fontos szerepe van a primkutatasban, illetve a mod-
ern kodolasi technikdk tovabbfejlesztésében is.

Ebben a dolgozatban felsorolnék néhany eddigi fontos eredményt a téméaban, illetve
egyéni megkozelitési médokat és egyéni erdményeket mutatnék be. Elsé sorban a
zérusosztok vizsgalatara alapoztam a munkamat.



2. EDDIGI EREDMENYEK

Definicié 2.1. Tokéletes szamnak nevezziik azt az n € N szdmot, amely egyenld
az osztoinak az Osszegével, ahol az 1-es oszténak szamit és a szdm maga nem.
Pld. 6=1+2+3

Definicié 2.2. A Z, = {z|(3)y € Z,,7y = 0} halmazt a Z, zérusosztéi hal-
mazanak nevezziik.

Definicié 2.3. A D,, = {d < n| d|n} az oszték halmaza.

Definicié 2.4. Legyen s(n) = Zd|n d az oszté figgvény.

o(n) = Z d

d|n,d<n
az 0szt6 Osszeg, vagy megszoritott osztd fiiggvény.

Definicié 2.5. Legyen

Megjegyzés 2.6. A kozhasznalatu jelolésben ez a két fliggvény felcserélve hasznélatos.

Kovetkezmény 2.7. Az n € N akkor és csakis akkor tokéletes, ha o(n) = n vagy
s(n) = 2n.

Definicié 2.8. Egy p € N szamot Mersenne primnek neveziink, ha p prim és
JkeN:p=2F_—1.

Definicié 2.9. Egy n € N szdmot hiromszog szamnak neveziink, ha 3k € N:n =
k(k+1)
5.

Tétel 2.10. Ha p prim, akkor s(n) =p+1, s(p*)

=phtt —1.
Ugyanakkor, ha n = [[,<, p{*, akkor s(n) = [[,<; s(p

).

Tétel 2.11. (Euler) n € N pdros tikéletes szdm < n = 2P~1(2P — 1) alaki, ahol
2P — 1 Mersenne prim.

p
qi
[

Tétel 2.12. 2P — 1 prim, akkor p is prim.

Tétel 2.13. (Lucas-Lehmer) Adott az (un)n>1,u0 = 4, ukt1 = (uj — 2)mod n
sorozat. Azn =2P — 1, (p prim), szdm, akkor és csakis akkor prim, ha u,_o = 0.

Tétel 2.14. (Eaton 1995) n akkor és csakis akkor tokéletes, ha n = 1491}, alaki,
ahol T, = % és p = 8j + 2 alaku.

Tétel 2.15. Ha n tikéletes szdm, akkor
> -
o=
deD,,
Tétel 2.16. (Makowski 1962) Az egyetlen x3 + 1 alaki pdros tokéletes szdm a 28.

Tétel 2.17. (Euler) Ha létezik pdratlan tékéletes szam, akkor az p*"*1q%, alaki,
ahol p = 4t + 1 alakd.

Tétel 2.18. Ha létezik pdratlan tokélet szam, akkor az 12k + 1 vagy 36k +9 alaku.

Tétel 2.19. (Stuyvaert 1896) Ha létezik pdratlan tokéletes szdm, akkor az két
négyzet dsszege.



Definicié 2.20. Bévelked6 szdmnak nevezziik azt a szdmot amelyre o(n) > n,
hidnyosnak nevezziik ha o(n) < n.
Féltokéletes szamnak nevezziik azokat a szamokat melykre ddy,...,dr € D, :

Zf:l d; =n.
Megjegyzés 2.21. Minden féltokéletes szam egyben bévelkedd szam is.

Tétel 2.22. Bdrmely tokéletes és bdrmely bévelekdd szamnak a tobbszordsei bévelkedd
szamok.
Minden prim, primhatvany, tokéletes, illetve hidnyos szdm osztoi mind hidnyosak.

Definicié 2.23. Bardtsigosnak neveziink egy (p, k) szdmpart, ha o(p) = k,o(k) =

p.
(k1, ..., k) szocidlis szdmok, ha o(k1) = ko, o(ks) = ks, ..., 0(ks) = k.

Tétel 2.24. Adott a (V! )n>1, V¥ =a € N,V{* = o(V,) sorozat. Ekkor

a.) Ha a (V,!)p>1 elér egy konstanst, akkor ez egy tokéletes szdm.

b.) Ha a (V,%)n>1 elér egy vdltakozd szampdrig, akkor ezek bardtsdgosak.

c.) Ha a (V¥)p>1 elér egy vdltakozd szdm n-esig, akkor ezek szocidlis szdmok.

Megjegyzés 2.25. Az a = 276 a legelsé olyan szdm amelyre a fenti tétel egyetlen
alpontja sem teljestil. Ot darab 1000-nél kisebb ilyen szam van:276, 552, 564, 660, 960(Lehner-
6tosnek nevezik)

Tétel 2.26. Ha p,q € N primek és q|M, = 2P — 1, akkor ¢ = £1(mod 8) és
qg=2kp+1,keN.

Tétel 2.27. Legyen p = 3(mod 4). 2p + 1 prim, akkor és csakis akkor, ha 2p +
1M, =20 —1.

Tétel 2.28. Ha dsszeadjuk egy pdros tokéletes szam(kivétel a 6) szdmjegyeit, az igy
kapott szdmra megint elvégezzik ezt €s igy tovdbb, akkor végeredményben mindig
1-et kapunk.

Lemma 2.29. Az s> = —1(mod p), s € {1,2,... ,p— 1}, p prim egyenletnek

a.) két kilonbozd megolddsa van, ha p = 4k + 1 alakd

b.) nincs megolddsa, ha p = 4k + 3 alakd

c.) s =1 megolddsa, ha p = 2.

Bizonyitds: Megszerkesztjik az {x,—x, 2~ —x~ '} ekvivalencia osztdlyokat a Lp-
ben. Feltevodik a kérdés, hogy ezek az osztdlyok mindig négy kilonbozé elemet
tartalmaznak-e?

Az x = —x-nek nincs megolddsa, mivel p pdratlan prim. Tehdt az x és —x mindig
kiilonbozé elemek. Azx =27t o2 =1 (x—1)(z+1) =0 & z = lvagyr =
p — 1, hisz p primszdm. Tehdt az < 1 > osztdly mindig a { 1,p-1}-bdl dll.
Ugyanakkor az x = —x~ 1 & 22 = —1 megoldhatésdgdrél nem tudunk semmit. A
Zy-nek p — 1 eleme van amelyeket 4,2, illetve 1 hosszisdgi particidkra osztottuk.
Ha p—1 =4k + 2 alaku, akkor egy db. 2-hosszusdgu particié van és ez kitelezden
az < 1 > osztdly. = 2% = —1-nek nincs megolddsa. Ha p — 1 = 4k alaki, akkor
pontosan kétdarab 2-hosszisdgi particic van x> = —lnek van megolddsa és két
kilonboz6 megolddsa van, hisz ha xg megoldds, akkor p — xg is megoldds.

1

Lemma 2.30. Han € N és n = 4k + 3 alaku, akkor nem irhato fel két négyzet
osszegeként.
Bizonyitds: Feltételezziik, hogy Iz, y € N:n = 22 + 2.



x = 2k,y =2p = 22 +y? = 0 # n(mod4)
r=2ky=2p+1=22+y%=1+#n(modd)
r=2k+1,y=2p=22+1y%=1%#n(modd)
r=2k+1,y=2p+1= 22+ y? =2 # n(modd).

Tétel 2.31. Minden 4k + 1 alkd prim felirhatd két négyzet dsszegeként.
Bizonyitds: Legyen M = {(z',y) e N2j0 < z',y < VP}- Mivel [{0,1,...,[\/pl} =
1+ [\/p] ezért az alkothatd pdrok szdima (1 + [\/p])?. Ugyanakkor ismeretes, hogy
[2]+1> 2= 1+[/p] > /b= (1+[yD])* > p. Tehdt az M-ben t6bb mint p darab
elem van. Jeldljik sM-el a kévelkezd halmazt {x — sy|(z,y) € M},Vs € R. Mivel
az M-ben tobb mint p elem van ezért az sM-ben biztosan lesz két elem amelyek
kongruensek mod p, kilonbézé (x,y) pdrok esetén. Tehdt Iz ,y') # (2", y") € M :
z —sy' =2 —sy (mod p). Atcsoportosz’tva és jelolve z -z =z, y/ —y =y, x,y€
{0,1,...,[\/pl}, ekkor kapjuk, hogy Vs € R3x,y € {0,1,...,[\/p]} : = sy. Majd
vdlasszuk s-nek az el6z6 lemmdban szerepld értéket. Ekkor x = sy = z° = s%y? =
2? = —y? = 2? + y* = 0(modp) = 2® + y? = kp, de z,y € {0,1,...,[\/p]} = k =
1= 22 +9%=np.

Lemma 2.32. Han,m € N felirhato két négyzet dsszegeként, akkor nm is felirhato
két négyzet 0sszegeként.

Lemma 2.33. Han = 22 + 42, akkor nz? = (z2)? + (yz)2.

Ha p = 4k + 3 prim és osztja n = x2 + y* — et, akkor p*|n..

Bizonyitds: Igazolni kell, hogy p|x és ply. Feltételezzik, hogy x nem oszthatd p-vel
= (p,x) =1= 3o~ € Z,.2% + y* = o(modp)|(x2) = (zz71)? + (yz~1)2 =0 ami
viszont ellentmond a 2.30.Lemmadnak.

Tétel 2.34. Azn € N szdm akkor és csakis akkor irjatd fel két négyzet dsszegeként,
ha a primtényezis felbontdsiban 4k+3 alakid primek pdros hatvdnyon szerepelnek.
Bizonyitds: lasd 2.31. tétel, 2.32,2.53,2.34 Lemmdk.

Kovetkezmény 2.35. Ha van pdratlan tokéletes szam, akkor a primtényezis fel-
bontdsdban 4k+3 alaki primek pdros hatvdnyon szerepelnek.

Definicié 2.36. Legyen ¢(n) az n-nél kissebb, n-el relativ primek szdma. Is-
k ’ k
meretes, hogy ha n = [[,_; p{*, akkor p(n) =n][,_ (1 + pi)

Tétel 2.37. A Z,-ben a zérusosztok szaman—p(n). Azn = p{'pd ... pl¥ osztdinak

a szdma Hle(%‘ +1).

Bizonyitds: Mivel p(n) az n-el relativ primek szama = n — @(n) darab szdm nem
relativ prim az n-el. Ha egy n-nél kissebb szam nem relativ prim az n-el, akkor 6
zérusosztd. Tehdt a zérusosztok darabszdma n — @(n). A mdsadik eredmény pedig
eqy ismert eredmény.

Definici6 2.38. Egy gytiriit akkor neveziink D* gyt{irinek ha minden elem felirhaté
egy nilpotens és egy potens elem 0Osszegeként.

Tétel 2.39. Ha R egy periodikus gyiri, akkor V@ € R esetén
a.) = valamely hatvdnya idempotens
b.) 3k > 1:x — zF nilpotens.



Tétel 2.40. Egy R gyiird, akkor és csakis akkor D* gyiiri, ha mindenik zérusosztdja
periodikus.

Tétel 2.41. Legyen R eqy gyird, amelyben mindenik zérusoszto potens, akkor nem
létezik nilpotens elem és ha R nem test, akkor J = {0}, ahol J a Jacobson gydke a
gytrinek.



3. SAJAT EREDMENYEK

Lemma 3.1. Had € Z,, akkor —d=n—d € Z,.
Bizonyitis: d€ Z, =3k € Z,:dk=0= (-d)k=0= —d € Z,.

Tétel 3.2. A Z,,-ben

ZdzZn—l—Zp

deZ, n?2=0 2p=0

Bizonyitds: 3.1 Lemma = ha d € Z,, akkor —d € Z,,, tehdt dsszegik nulldt ad ki.
Akkor van kivétel, ha © = —x < x = 2z, vagy ha zx = 0 & 22 = 0 = a tétel
allitdsa.

Tétel 3.3. Pdratlan tokéletes szam nem lehet négyzetszam.
Bizonyitds: n pdratlan= Vd € D,, esetén d pdratlan, de o(n)—1 pdros = Hle(qz'-i-
1) pdros = 3j € N : ¢; pdratlan = n nem négyzetszdim.

Lemma 3.4. Han pdaratlan és tékéletes, akkor nem létezik nilpotens elem a (Zp, +,)—
ban.

Bizonyitds: Feltételezziik, hogy x € Z, nilpotens elem = z?> = 0 = 3k € N :
22 = nk, de ¥ < n = n négyzetszam(mert x-nek kell tartalmaznia n-nek minden
primtényezdjét eqy kissebb hatvdnyon, melyet négyzetre emelve visszakapjuk az n-
et), ami ellentmondds a 3.3 tétel alapjan.

A ttel kijelentése hasonld a 2.41 tieléhez.

Lemma 3.5. Ha n pdratlan szdm, akkor nem fordulhat elé a Z,-ben, hogy v = —x.
Bizonyitds: Feltételezziik, hogy * = —x = 2x = 0 = 3k € N : 20 = kn, de
T < n = n pdros, ami ellentmond a kezdeti feltételeknek.

Tétel 3.6. Ha n pdratlan tokéletes szdm, akkor a Z,-ben a zérusosztok dsszege
nulla.

Bizonyitds: Lemma 3.4 = > ,._qn = 0, Lemma 3.5 = >2, ,p = 0, tehdt
Ydez, d=0+0=0.

Megjegyzés 3.7. A fenti kijelentés igaz, ha n egy paratlan és négyzetmentes természetes
szam.

Tétel 3.8. Ha n pdros tokéletes szam, akkor Zdezn =3
Bizonyitds: mivel n tékéletes szdm = n = 2P~1(2P — 1) = n nem négyzetszdm =
nincsenek nilpotens elemek = a tétel kijelentése.

Tétel 3.9. Ha van idempotens elem, akkor & egyben zérusoszto is.
Bizonyitds: 2> =x = 22 —2=0= z(x — 1) = 0 = = zérusoszto.

Tétel 3.10. A Z,-ben minden elem periddikus, vagyis Im # n : x™ = ™ Vx € Z,,.
Bizonyitads: Yn € N esetén az n-el vett osztdsi maradékok végesek és eqy ido utdn
ismétlodnek = Vx € Z,3k € N : 2 = x, vagyis minden elem potens.

Kovetkezmény 3.11. Ha z zérusosztd, akkor a fenti k # n, ha pedig nem akkor
k=n.

Tétel 3.12. A Z, egy periodikus és D* gyiiri.
Bizonyitds: Mivel minden elem potens = a tétel dllitdsa.



Tétel 3.13. Vx € Z, segitségével generdlhato eqy zérusoszto vagy a 0, de nem
biztos, hogy kiilonbozo értékeket kapunk.

Bizonyitds: Mivel Z,, egy periodikus gyiri = Vr € Z, = valamelyik hatvdinya
idempotens. Legyen (1%)? = 2% = 1% és 2 — 1 2érusosztdk.

Tétel 3.14. Tekintsik a P(X) = (z —dy)(x —dz) ... (x —dak) € Z,[X] polinomot,
ahol d; zérusoszto a Z,-ben és n paratlan. Ekkor igaz, hogy

a)P(X) =Ty (#* — df)

b.)gydkei az x* = d? megolddsai

¢.)P(0)=0,P(1)=0

d.)ha P(X) = ag,x®* + agp_12%* 1 + ... + a12 + ag, akkor asp_1 + ... +ar = —1
e.)P(X) = 2*Q(x), ahol Q(X) = 2*F + ag 12" 1 + ... + ap

Bizonyitds: Az a.),b.) és c.) pontok kénnyen beldthatdak. Ha d € 7, zérusosztd,
akkor -d is zérusoszto. A Viete képleteket alkalmazva igazolhato, hogy ax—1 = ... =
ap=0=d.) ése.)

Tétel 3.15. A (Z,|J{0},-) kommutativ grupoid.

Bizonyitds: a.) Va,b € Z, esetén Ix € Z,, : axr =0 = z(ab) = (za)b =00 =0 =
ab € Z,.

b.)Az asszociativitdst és a kommutativitast orokli a (Zy,+,-)-tol.

Definicié 3.16. (U, = {Z4|d € Z,},(), ) struktirat nevezziik univerzalis struktirdnak.

Tétel 3.17. Legyen Z,, Zy € Uy, ekkor a Z,\J Zy olyan elemeket tartalmaz, ame-
lyek tartalmaznak legaldbb egy primtényezdét vagy az a vagy a b felbontdsdbdl és
kissebbek mint max(a,b). A Z, () Zy olyan elemeket taratalmaz amelyek tartalmaz-
nak legaldbb egy-egy primtényezdt az a és a b felbontdsdbol is. A Z,\Zy olyan a-ndl
kissebb x elemeket taratlmaz amelyekre (x,b) = 1, vagyis Z,\Zp = {x € Z,|(z,b) =
1}.

Megjegyzés 3.18. Va,b € Z,, estén Inko(a,b) € Zy () Zp.

Bizonyitds: Legyen d = Inko(a,b) = d|a,d|b=d € Z,,d € Zy, = d € Z,( Zp.

Tétel 3.19. Had € D,, = n—d ¢ D,,.(n pdratlan)
Bizonyitis:d € D, = d< § =5 <n—5<n—d=n—d¢ D,.

Tétel 3.20. Nem [étezik olyan a € N : Z, csak az n osztdit tartalmazza.
Bizonyitds: Ha d € Z, = —d € Z,, de az elozd tétel alapjin —d = n — d nem
osztdja az n-nek.

Tétel 3.21. Va € Z,, esetén igaz, hogy 3d € Z, : d|n vagy Z, = @ Vagyis mindenik
z€rusoszto halmaz tartalmazza az n-nek legaldbb egy valodi osztojdt.

Bizonyitds: mivel a € Z,, = tartalmazza az n-nek legaldbb egy primitrnyezdjét = ez
a primtényezdé benne lesz a Zy-ban.

Tétel 3.22. Az (U,,,,) struktirdt haszndlva nem lehet elérni, egy olyan halmazt
amely csak a valodi osztokat tartalmazza.

Bizonyitds:Legyen A = Z, * Zp halmaz, ahol * vagy () vagy J.FEkkor igaz, hogy
A wagy tires vagy vagy biztosan tartalmazz eqy d € D,, és vele egyiitt a —d-t is
tartalmazza.A B = A x Z, halmazra is ugyanez igaz. Ha a C = A x B, ahlmazt
tekintjik, akkor is teljestlnek a fenti kijelentések. Tehdt végeredményben vagy tres
halmazt érhetiink el vagy egy olyan halmazt amiben biztos, hogy van egy d osztd, de
biztosan benne van a —d-is, ami viszont nem oszto = a tétel kijelentése.



Tétel 3.23. dln= Z, C Z,.

Zq C Z, = a d-nek a primtényezds felbontdsdban nem szerepel idegen tényezd az
n-éhez képest.

Bizonyitds: Feltételezziik, hogy dln = Va € Zy : 3k € Z4,3p € N : ak = pd =
(ak)5 = (pd)5 = a(kG) =np=a € Z, = Zg C Zy.

Visszafele természetesen nem igaz. Vegyik példdul a Zgs-ben a Zas €s a Zys vis-
zonydt. Zss C Zys, de 25 nem osztja a 45-6t.

Tétel 3.24.
U (Zq ﬂZn) = Zn\{max(Zn)}

dezy,

Bizonyitds: Mivel Zg(\ Zy, tartalmazza az n-nek mindenik d-nél kissebb zérusosztdjdt,
ezért konyen beldthato a tétel kijelentése.
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