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FERDE CSOPORT ALGEBRAK REPREZENTACIOJA
HOROBET EMIL

ABSTRACT. Tekintsiink egy G véges csoportot, mely hat egy A
gytrtire. Ekkor szerkessziikk meg az A x, G gyfiriit, melyet ferde-
csoport gylirtinek neveziink. A dolgozatban bemutatjuk, hogy egy
A algebra adott tulajdonsdga atoroklodik a I' algebrara, ha I'-
t A-bAl a fenti szerkesztés &dltal kaptuk. Ezen szerkesztés és az
atoroklodo tulajdonsagok segitségével kiderl, hogy néhény latszolag
egymadstol fliggetlen algebranak sok kozos vondsa van. A dolgozat
els6 felében bemutatjuk a pontos szerkesztési médot. Igazoljuk,
hogy néhany altalanos feltétel elhagyhato lesz specialis esetekben.
A dolgozat mésodik részében ismert, kozhasznalati algebrakrol
(pl. csoport-gytiriik, M, (k) matrix gyfirti , stb.) esetén igazoljuk,
hogy ferde csoport szerkesztésbél szarmaznak. A dolgozat utolsé
részében, pedig néhany atoroklédo tulajdonsigot vizsgalunk meg.
A felismert koz6s vonasok tudatdban indokolt lesz az Ax., G algebra
A algebraval valo jellemzésének kérdése.

1. FERDE CSOPORT ALGEBRAK

1.1. Bevezetés. Tekintsiink egy G véges csoportot, mely hat egy A
gylriire, amit a kovetkezo képpen fogalmazhatunk meg:

Definicié 1.1 ([7]). Legyen X egy halmaz és G egy csoport. Azt
mondjuk, hogy G hat az X-re, ha (3) G x X — X, (¢9,2) — gz
fiiggvény, ugy, hogy

(i) (gh)z = g(hx), (V) g.h € G,z € X;

(i) le =z, V) zeX

Tehat ha G csoport hat egy A gytrire, akkor pillanatnyilag rogzitve

egy g € G-t, kapunk egy o, : A — A, a4(a) = ga fiiggvényt, mely az
A egy automorfizmusa. Tehét minden G-beli elemnek megfeleltetheto
egy oy € Aut(A) elem.
Igy értelmezhetd egy ¢ : G — Aut(A), o(g) — a, fliggvény.
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Masszéval a G csoport hat az A gytirtire, ha (V) g€ G (3) oy : A — A
permutacié, ugy, hogy:

(i) ayoan(a) = ay(an(a)) = agi(a), (V)g,h € G, a € A;

(i) ai(a) =a, (V) ac A

A tovabbiakban legyen U(A) az A invertalhaté elemeinek halmaza.
Ekkor legyen v : G x G — U(A) egy olyan fiiggvény, melyre teljesiilnek
az alabbiak:

() (g,9)7(99,9") = 9(7(g,9")(g ,g’g”) () 9.9 9" € G;
(ii) v(e,9) = v(g,e) = 1, (V) g € G, ahol e a G egységeleme és
1 € A az A egységeleme;

(iii) v(g,9)(99")(N) = g(g)(M(9,9), (V) 9,9" € G, VA € A.

Szerkessziik meg az A x, G-t vagyis A és G keresztszorzat algebrajat.
Ha A egy gytlirti és G egy csoport, mely hat az A-ra, akkor A és G
keresztszorzata a kovetkezo képpen hatarozhaté meg:

Definicié 1.2 ([7]). Legyen A egy kommutativ gyfir(i és G egy csoport,
mely hat az A-ra, gy, hogy (V) g € G esetén o, : A — A automor-
fizmus. Ekkor az A és G keresztszorzat algebrdja egy olyan A algebra,
melynek bazisa B = {a4(b),g € G,b € A bazis A-ban}, és elemei

> agla)ag(b)

r € A,b € B alakiak. Az 0sszedas komponensenként torténik, mig a
szorzas a kovetkez6 szabélyok szerint:

(1)
(Z ag(r)%(b)> (Z ah(S)Oéh(’?)) = D (g, h)ag(r)(ang(s)ag(h));

geG heG g,heG
(2) agh = ayg(N)ay;
(3) Qg Ugy = 7(91792)049192-

Megjegyzés 1.3 ([6]). Feltételezve, hogy ~ értékei az A centrumédban
vannak és a ¢ egy homomorfizmus, akkor a v értelmezésébdl kihagyhaté
az (ii1) feltétel.

Bizonyitds. Mivel ¢ egy homomorfizmus ezért o(gg’) = ¢(g) o p(q).
Tehat agy () = ay(ay(N)). Ahonnan azonnal kovetkezik, hogy
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(g, 9" ) gy = V(9,9 )ay(ay). Mivel feltételeztiik, hogy Imy C Z(A)
ezért v(g, 9" )agy = ay(ay)v(g,9'), ami pontosan a v definicidjanak az
(i) kovetelménye. O

Miutén értelmeztiik az Ax., G algebrét, tovabbi megkotéseket teszlink.
Vizsgaljuk azt az esetet, amikor v a trividlis fiiggvény, vagyis teljesiil,
hogy (V) g1,92 € G esetén v(g1,92) = 1. Ebben az esetben teljesiil
az, hogy ¢ homomorfizmus és, hogy Im(y) C Z(A). Ha ~ a trividlis
figgvény, akkor az A x, G elemeit egyszertien Z A;g; alakban irjuk.

geG

Definicié 1.4 (]2]). Ha v a trividlis fiiggvény , akkor az A, G algebrat
ferde-csoport algebrdnak nevezziik és egyszertien csak AG-vel jeloljiik.

1.2. A ferde csoport algebrak tulajdonsagai. A tovabbiakban legyen
A egy algebra és GG egy véges csoport. Vizsgaljunk meg néhany osszefiiggést
A és AG kozott.

Ehhez sziikségilink lesz az alabbi lemmara:

Lemma 1.5 ([6]). Hao X,Y € mod(AG) ést : X — Y egy A-
homomorfizmus, akkor a

t: X =Y t(z)= Zg’lt(ga:)
geG
egy AG-homomorfizmus.

Bizonyitds. Mivel a t szerkesztésébdl latszik, hogy az Osszeadds és
szorzas tulajdonsagai megmaradnak, ezért elégséges belatni, hogy t(hx) =

ht(z), (V) h € AG, z € X.
t(ha) =Y g 't(ghz) = h(gh)'t(ghz)
ge@ geG
Mivel, ha g végig fut a G-n, akkor gh is végigfut a G, ezért jelolve gh-t
k € G-vel, azt kapjuk, hogy:
B(ha) =Y hk™'t(ka) = h Y k™ 't(kx) = hi(z)
keG keG

Es ezzel beldttuk, hogy t egy AG-homomorfizmus. O

Legyenek most X € mod(AG) és Y € mod(A). Ertelmezziik az iy :
Y - AG®,Y, y — 1Ry figgvényt. Ekkor legyen y € AGR,Y. Igaz,
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hogy y = (Z Ag) Ry = Z Ag ® Y, (mivel a szumma kihozhato),

geG geqG
ahol 7,-k a ¢’ komponensei. Jelolve Ayg-t y,-vel, kapjuk, hogy:

(1.1) y=> g '@y,

geG

Most, az (1.1) alapjan, értelmezhetd lesz a kovetkezé AG-morfizmus
py : AG®, Y — Y, amelyre

py(y) = py (Z g ® yg> = Ve,

geG

ahol e € G, a GG egységeleme.

A tovabbiakban megvizsgaljuk a Hom4(X,Y") és Homag (X, AG ®4
Y') viszonyat. Megfogalmazhat6 a kovetkezd tétel:

Tétel 1.6 ([6]). Legyen X € mod(A) ésY € mod(AG). Ekkor teljesiil,
hogy
HOH’lA<X, Y) ~ HOmAGv(X, AG XA Y)

Bizonyitds. Szerkessziik meg a kovetkezo AG-morfizmusokat

Y Homag(X, AG®4Y) — Homyu(X,Y)
p:Homa(X,Y) — Homag(X,AG®4Y),
ahol p(s) = iys és U(f) = pyf, (V)s € Homa(X,Y) és (V)f €

Homag (X, AG @4 Y) esetén. Itt az z'/;s az az AG-morfizmus amit
az (1.5) lemmaban megszerkesztettiink.

Igazolni fogjuk, hogy ¥ és p egymas inverzei.

Legyen y € AG ®4 Y, ekkor az (1.1) alapjan y = Zg’1®yg és
geG
legyen h € G. Teljesiil, hogy

py(hy) = py (Z hg™' @ yg> =Yg,

geG

ahol g olyan G-beli elem amire pontosan hg~! = e, vagyis g = h. Tehat
py (hy) = .
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Ez azt jelenti, hogy
(1.2) y=> 9@y, => g @pr(gy)
geG geG
formaban is frhat6. Legyen x € X, f € Homag(X, AG ®4Y) és most
vizsgaljuk a p(¢(f(x)))-t.
(pf) (@) = (v f) (@) = (ypy (@) = > _ g " @py(f(gx)), mivel f

geG

egy AG-homomorfizmus, ezért egyenld tovabb Z g '@ py(g9f(x)) ami
geG
az el6z6 észrevétel (1.2) alapjan egyenld f(x)-el.

Most legyen x € X és s € Homyu (X, Y), vizsgaljuk a 1 (p(s(x)))-t.

U(p(s())) = py (p(s(x))) = py (iv (s(2))) = py (Z gliy(S(ng))> =

geG

= py (Z g'® s(gx)) =e '@ s(er) = s(x).

geG
Ezzel bebizonyitottuk, hogy

Hom(X,Y) ~ Homug(X, AG ®4Y)

2. QUIVEREK ES UT ALGEBRAK
2.1. Bevezetés.

Definicié 2.1 ([2]). AT' = (I'g,I'1) quiver egy irdnyitott graf, amely-
ben I'y a csicsok véges halmaza, a I'y az irdnyitott élek halmaza és
értelmezve van két fliggvény:

s: 'y — Ty, s(a)

i,

€IF1—>F0,€(CY) j7

ahol a € I'1, a : © — j irdnyitott él.

A tovabbiakban definidlhatjuk az 4t fogalmat, mint p = «,...aq, ahol
a; € T'y és e; legyen az i csicsnak megfeleld trividlis tt.

Szerkessziink a k-test folott egy olyan kI' vektorteret, amelynek a
béazisat a I' utjai teszik ki. Ehhez értelmezniink kell egy k-linedris
fliggvényt

f: kI' — Endy(kT),
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és elég ha értékeit megadjuk a I' utjaiban.

vy ) @ hae(q) =i
flei)la) = { 0, egyébként.
aq, ha e(q) = s(a), ha q nem trividlis;
f(Oé)(Q) = «, ha q = €5(a)s
0, egyébként.
ahol a € I'y és ¢ egy ut I'-ban.
A fentiek alapjan értelmezhetd a kI' utalgebra, melynek elemei

k
o= kip;, ahol k; € k, p; 1t
i=1
Allitas 2.1 ([2])). Legyen k egy test és T eqy véges quiver. Ekkor kD

véges dimenzios k-algebra, akkor és csakis akkor ha T' nem tartalmaz
wranyitott kort.

A tovabbiakban nézziink néhany példat.

Példa 2.2 ([2]). Legyen k egy test és " a kovetkezd quiver 10 23

Ekkor {ey, eq, €3, a0, 3, fa} bazisa a kI' k-algebranak. A szorzds pedig
a kovetkezo képpen torténik: e;a = 0, el = a, aff = 0 és fa = Ba.

2.2. Ut algebrak tulajdonsagai. A fentiek alapjan

flo) =" aif(p),

ahol a; € k és p; ut I'-ban. Tehét ezek alapjan felirva (> e;) = 1
kapunk. Ugyanakkor e? = ¢;, (V)i € Ty esetén és az is igaz, hogy
e;e; =0, (V)i # j esetén.

Ezeket oOsszegezve kapjuk, hogy

(2.1) {e1, €9, ...,e,} egy ortogondlis idempotens rendszer

a kI'-ban.

Ennek tudataban megfogalmazhaté a kovetkezo tétel.

Tétel 2.3. [2| Legyen J a kI' azon idedlja, melyet a Ty elemei generdlnak.
Ekkor igaz, hogy
kL) J ~ key x ... X ke,

mint k-algebra.
Bizonyitds. A bizonyitds vazlatosan annyibdl ll, hogy a (2.1) alapjan

észrevehetd, hogy {e; = e; + J|i = 1,...,n} ortogondlis idempotens
rendszere a kI'/J-nek. O
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A fenti tétel alapjan kI'/J félegyszerii. De az azt jelenti, hogy J a
kT algebra Jacobson gyoke. Az el6bbi megallapitéds és a (2.1) alapjén
megfogalmazhaté a kovetkezo tétel.

Tétel 2.4. 2| Legyen k test, I' egy quiver. Ekkor
kT = (kT)ey U ... U (kD)e,.
A fenti tételben (kI')e; projektiv modulusok, hisz
dimy(kT)e;/ e, = 1
A késobbi szerkesztésekhez sziikségiink lesz még a kovetkezo tételre.
Tétel 2.5. 2] (kI')e; egyszerii < i-bdl nem indul él.

A tovabbiakban vizsgaljuk meg, hogy hogyan tudunk egy a kI'-val
izomorf méatrix albegrat szerkeszteni. Ehhez segitségiil hivjuk az alabbi
lemmat.

Lemma 2.6 ([1]). Legyen k test és I' eqy véges, konex, kdrmentes
quiver, melyben (V) i,7 € Ty esetén j < i, ha van €éli és j kizitt.
Ekkor a kT" 1talgebra izomorf az aldbbi mdtriz algebrdval

€1<1€P)61 0 tee 0
62(1{3P)61 62(](5F)€2 tee 0
en(kD)er ey (kD)ey -+ en(kD)e,

3. FERDE CSOPORT ALGEBRAK SZERKESZTESE

A tovabbiakban beldtjuk néhény kozhasznalati algebrardl, hogy ferde
csoport algebrak.

3.1. Csoport-gytiriik. Legyen R egy gyliri és G egy csoport. Szer-
kesszlink meg egy 1j gytriit, amelynek az additiv csoportja G-beli ele-
mek R-linedris kombindci6jabdl alkotott Abel-csoport, a szorzas pedig
R-linedris kiterjesztése a G-beli szorzasnak. Jeloljikk R|G]-vel az igy
kapott gytrtit.

Definicié 3.1 ([7]). Legyen R egy gyirl és G egy csoport. Ekkor

megszerkesztheté az R[G] csoport-gyiird, melynek elemei Z r;gi, ahol
i=1

r; € R,g; € G,n € N, az Osszeadds komponensenként torténik, a

szorzas pedig az alabbi szabaly szerint:

(Z Tigi) (Z qigj) = > (riay)g

9i9;=9
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Az R|G] szerkesztésébol konnyen lathato, hogy valéjaban az R gytirtire
és GG csoportra épitett AG ferde csoport gytrtirol van szo.

3.2. Matrix gytriik. Legyen k egy algebrailag zart test. Legyen
A = k" és G = (g) csoport, mely hat A-ra a kovetkez6é képpen:
ag(r,ro, ..smy) = (rp, 71, ..sm1) € A, Szerkesszitk meg AG ferde
csoport algebrat. Ekkor belathaté a kovetkezo allitas:

Allitas 3.1 ([2]). Ha k egy algebrailag zdrt test és G = (g) csoport,
mely hat az A = k™-re a fenti mddon, akkor AG ~ M, (k).

Bizonyitds. Elégséges észrevenni, hogy kG-nek n elemii k-bazisa van
és ezért megszerkeszthet a vele izomorf M, (k) matrix k-algebra. [

3.3. Féldirekt szorzat. Legyenek N és H csoportok, ugy, hogy H
hat N-re, vagyis

(o : H— Aut(N),¢(h): N - N
gy, hogy
¢(h1ha) = @(h1)d(h2), (V)hy, he € H
Jelolve ¢(h)(n) :=" n-val, megadhatjuk az alabbi definiciét
Definicié 3.2 ([7]). Legyenek N és H csoportok, dgy, hogy H hat
N-re és k egy test. Ekkor megszerkesztheté a G = N x H féldirekt

szorzat, melynek elemei (nq,hi) € G,n; € N,hy € H és a szorzds a
kovetkezo képpen torténik

(n1, h1)(n2, he) = (ni'ny, hihs), (g, h) € G

A fent megadott definici6 alapjan G egy ferde csoport algebraként is
felfoghaté. Igaz a kovetkezo kijelentés, melyet nem fogunk igazolni.

Allitas 3.2 ([6]). Legyenek N és H csoportok, gy, hogy H hat N-re
és legyen G = N x H. Ekkor

kG ~ (kN)H,
ahol a H hatdsdat a (kN)-re az N-re valo hatdsa indukdlja.

3.4. Ut algebrakra szerkesztett ferde csoport algebrak. Az alab-
biakhoz hasonlé példak nagyon fontosak az elmélet szempontjabol és
ezért fontos az djabb és tdjabb példék szerkesztése.[2]

Legyen adott a kovetkezo quiver I :

3 g0 g 9y Ty
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Legyen k egy test. Szerkessziik meg az A = kI utalgebrat. Legyen
tovabba G = {e, o} csoport, gy, hogy

0€1 = €1,02 = €9/,03 = €3/,0x = a’,aﬁ = 5/-

Ekkor kiterjesztheto a o egy A-feletti k-automorfizmussa és kezelhetjiik
G-t mint automorfizmusok csoportja. Tehat kiszamithato az AG ferde
csoport, algebra.

Hatérozzuk meg el6szor az (A/J)G-t. A (2.3)-as tétel alapjan

(A/J)G = (kel)G X (]{?62 X keg/)G X (keg X k:eg/)G.
Legyenek a tovabbiakban

~ €1 +eo =« €1 —eo
e = 5 , €1 = 9 )
a (ke,)G elemei. Igazoljuk, hogy {€1, €;} idempotens ortogonalis rend-

szere a (ke;)G-nek. Hiszen

e = €~1 + 6~1
és az is igaz, hogy

o (er+e0)(er+e0) e —eo+eo—eoco  2e +2e0
€1° = = =

1 4 O

ugyankkor

~ €1 —e10+ e o0 —e o0
€16 = 1 =0

Ennek tudatdban a (2.3)-as tétel alapjan felirhatd, hogy
(k@l)G ~ (kG)él X (kG’)e:l

Most vizsgaljuk meg a (key X key)G-t. Pontosan négy bazis eleme
van az es, ey, 20, és exo. Ez azt jelenti, ha elvégezzik a kovetkezo
megfeleltetéseket

(10 (00 AUR! (00
€2 00 ) 01 ) ° 00 ) 10

kapjuk, hogy (kes X keo )G ~ ( K Z >
G

Hasonléan kapjuk, hogy (kes x keg )G ~ ( Z ]/z )
Tehat ezek alapjan felirhato, hogy

(A/J)G:k:xkx<z k)x(z IZ)

>~
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A tovébbiakban vizsgaljuk meg a kapott eredményt. Mivel é;, €; orto-
gonélis idempotensek, ezért nem foglakozunk a (kG)é; és (kG)é-val.
De észrevehetjiik, hogy ( /]z 8 ) és 8 Z ) izomorf mint ( Z Z )—
modulus. Ezért a (key X keo )G és (keg X keo )G szerkezetébdl kihagyjuk
. 0 k

0 k
generalt részt.
[gy végiil eljutunk az e(AG)e-hez, ahol e = €, + €1 + ey + es.

-nak megfelel6 részeket vagyis az ey és ey bazisok altal

Ami [2] alapjan egy alap algebra és amely Morita ekvivalens az AG-vel.

Tovébb vizsgalédva megéllapithatjuk, hogy {eq, eq, €3, e, €3, a0, 5, . ',
Ba, Fa e10, ey0, €30, ex0, €30, a0, fo, oo, B'o, fao, f'd’c} egy k-béazisa
AG-nek. Most prébaljuk meghatarozni az e AGe-nek k-bazisat.
Elvégezve a jobb- és baloldali szorzasokat megkapjuk, hogy

.~ atar a—ao fla+ao) Bla—ao)
{617617 9 ) 9 9 ) 2 }

bazisa az eAGe-nek. 5
Most elvégezve a & = 2E22 és a o = 2522 helyetesitéseket kidertil,
hogy eAGe izomorf az alabbi quiver 1t algebrajaval:

~ & a ~
e —>= 6 <—g¢

E
€3

Tehét sikeriilt megadni egy AG-vel Morita ekvivalens utalgebrat.
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