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1. fejezet

Alapok

1.1. Elofeltételek és konvenciok

A dolgozat célja bemutatni az algebrak reprezenticiéelméletének az alapeszkozeit, bevezetni
a derivalt kategoridk absztrakt fogalmat, majd a tiltingelmélet alaperedményeit vazolni. Nyel-
vezetét a Assem et al. [2006]; Happel [1988] konyvek alapozzak meg. A gylirli egységelemes
gylriit jelent, mig a K'-algebra egy olyan gytir(it, amely egyben vektortér is egy K kommu-
tativ test folott, és e két struktira kompatibilis egymadssal. Mitobb, az egyszerlis€g kedvéért
utébbit algebrailag zartnak tekintjiik a dolgozatban. A K -algebrardl feltételezziik, hogy véges
dimenziés K folott. Egy dltalanosabb kornyezetben dolgozik Auslander et al. [1995] , ahol
a kommutativ testet helyettesiti a kommutativ Artin-gy(rd, illetve a véges dimenzionalitast a
véges generdltsdg. Nagy része az eredményeknek kiterjeszthetd erre az esetre, de a dolgozat
nem tér ki az altalanositasokra, ezek nagyrészt természetesek. A K-algebranak egy jobb ol-
dali A-modulusat, Mg, egyszerien modulusnak neveziink, M; ez egyben K folotti vektortér,
ami kompatibilis a modulus struktiraval, és A egységeleme mindig trividlisan hat a modulus-
ra. Az alap definiciok Assem et al. [2006] konyvben taldlhatok meg. Mivel egy jobb oldali
A-modulus ugyanaz, mint egy bal oldali A°’-modulus, és forditva (ahol A jeloli A oppozit-
algebrdjat), ezért természetes az attérés a bal oldali modulusokra. Fiiggvények, utak illetve
funktorok Osszetételét jobbrdl balra végezzik f : X — Y, g:Y — Z, gof: X — Z.
Ez néhol megkonnyibiti (endomorfizmus algebrdk), mashol megneheziti jeloléseinket, de a 1é-
nyegen természetesen nem vdltoztat. Nincs dltaldanos konvencié a bal-jobb oldali modulusok
illetve a fiiggvények Osszetételére vonatkozdan. A fent emlitett konyv alap homolégikus algeb-
ra és kategoriaelméleti ismereteket is tartalmaz, nem tériink ki ezek bevezetésére. Mod — A
jeloli A-nak a jobb oldali modulus kategéridjat, mod — A pedig a véges dimenzids jobb oldali
modulusok kategoridjat (dltalaban utdbbi érdekel benniinket; dltaldnos gytirlikben ez a végesen
generdlt modulusok kategdridja, de a mi esetiinkben ez ugyanaz). Altalanos gy{ir(- és modulus-
elmélethez ajanljuk Jacobson [1989] konyvet. Ebben a fejezetben (és a dolgozatban éltaldban)
nem bizonyitunk eredményeket. Az érdekelt olvasd az ajanlott konyvészetben megtaldlja a
részleteket. Az ezt kdvetd bemutato lényege az eredmények, technikdk részletes targyaldsa és
alkalmazdsa lesz példdkon keresztiil (Ext-tegezek, Auslander-Reiten tegezek, Tiltingelmélet),
és Rickard tételének (elég hosszi) bizonyitdsanak vazoldsa.

1.2. Idempotens felbontas

Mikor a A K-algebra felbonthatatlan modulusairél (amelyek nem irhatdk fel két nemtrivia-
lis modulus direkt 6sszegeként) targyalunk, fontos szerepet jatszanak az idempotens elemek.
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e € A idempotens, ha e? = e, és centrdlis idempotens, ha e mellett kommutidl A minden ele-
mével. 0, 1 trividlis centrdlis idempotensek. Ha A-nak nincs tobb centralis idempotense, akkor
Osszefiiggbének hivjuk. Ez egyenértékii azzal, hogy A nem irhat6 fel két K -algebra direkt szor-
zataként. Ezért gyakran elegendd csak Osszefiiggd algebrakrol targyalni.

Ha e egy nemtrividlis idempotens, akkor 1 — e is az, mitobb, ezek ortogondlisak (mindkét
szorzatuk 0). Ez mindig egy modulus felbontést idéz el§, A4 = eA @ (1 — e) A. Forditva, egy
nemtrividlis modulus felbontds két nemtrividlis idempotenst szarmaztat. Centralis idempoten-
sek esetén ezek a felbontdsok algebra felbontdsok.

Egy idempotens elem primitiv, ha nem irhat6 fel két masik nemtrivialis, ortogondlis idem-
potens Osszegeként. Felirva az 1-et, mint paronként ortogondlis primitiv idempotensek Ossze-
ge, 1 = e + --- + e,, eljutunk A-nak az dgynevezett felbonthatatlan felbontdsdhoz (f.f.),
A=P & ---& P,, ahol P, = ¢;A. Egy algebranak tobb f.f-e lehet. A P, modulusok (jobb
oldali idedlok) lesznek a felbonthatatlan projektivek (1asd késdbb). Egy ilyen {ey, ..., e, } hal-
mazt megtaldlni tehit alapvetd probléma, €s teljes primitiv ortogondlis idempotenshalmaznak
nevezziik.

1.3. Projektiv és injektiv modulusok

1. Definicié. F' szabad A-modulust, ha izomorf A 4 modulus || darab direkt Gsszegével, vagyis
F = AD ahol I egy halmaz.

Konnyi belatni, hogy egy F' szabad modulus teljesiti az aldbbi tulajdonsagot:

1. Tulajdonsag. Bdrmely epimorfizmus (sziirjektiv morfizmus) h : M — N esetén, az indukdlt
morfizmus homy(F, h) : homa(F, M) — homa(F, N), f' — ho f' sziirjektiv.

A szabad modulusok ezt a tulajdonsdgat kiemelve (és atfogalmazva) jutunk a kovetkezd
definici6hoz:

2. Definicié. Egy P modulust projektivnek neveziink, ha teljesiti a fenti tulajdonsagot, tehat
barmely h : M — N epimorfizmus és barmely f : P — N morfizmus esetén l1étezik ' : P —
M dgy, hogy az aldbbi diagram kommutativ:

P
7
ol
-
M—N—>0
Dualisan értemezziik az injektiv modulusokat:

3. Definici6. Egy I modulust injektivnek neveziink, ha barmely v : L — M monomorfizmus
(injektiv morfizmus) és barmely ¢ : L. — [ morfizmus esetén létezik ¢’ : M — [ Ggy, hogy az
alabbi diagram kommutativ:
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Az aldbbi tételben A egy tetszbleges gytrti:

1. Tétel. (Projektiv modulusok jellemzése) Legyen P egy A-modulus. Ekkor a kovetkezdk ekvi-
valensek:

1. P projektiv modulus;

2. P egy szabad modulus dsszeadanddja, vagyis létezik F szabad A-modulus és P’ modulus
gy, hogy P® P' = F;

3. Bdrmely rovid egzakt sorozat M N P o Jelhasado,

4. hom(P, —) egzakt funktor.

1. Megjegyzés. Az injektiv modulusok esetén hasonlé tulajdonsdgok a 3) illetve 4) dudlisai.
Sajnos dltaldban nincs olyan praktikus jellemzés, mint a 2).

Legyen A ismét egy K -algebra. A felbonthatatlan felbontést f.f.-el roviditjiik.

1. Allitas. Legyen A = ;A ® - @ e, A egy ff. Akkor P € mod — A akkor és csak akkor
projektiv modulus, ha felirhato P = Py &- - - & P,,, alakba, ahol bdrmely 1 < i < m természetes
szamhoz létezik 1 < j < n gy, hogy P; = ¢; A.

4. Definici6. Legyen D = hom(—, K) : mod — A — mod — A° (kontravaridns) funktor.
Ugyantgy jeloljik a D = hom(—, K) : mod — A’ — mod — A (kontravarians) funktort.
Mindkett6t dualitdsnak nevezziik.

Konny belatni, hogy az evaludlés fliggvénye természetes funktor-ekvivalencidkat 1,,,,q4 =
DoD, 104400 = Do D indukdl, innen a dualitds elnevezés. A dualitds injektiveket projektivek-
be, projektiveket injektivekbe visz. Megjegyzés: Bar ez az els6 alkalom, ahol explicit médon
kihaszndltuk a K kommutativ testiinket, a dualitds is dltalanosithaté az Artin-gydrtk esetére,
lasd Auslander et al. [1995].

5. Definici6. Legyen M egy A-modulus. Ertelmezés szerint a Jacobson-radikdlja M -nek az
Osszes maximadlis részmodulusanak metszete. Jelolése rad M. M = A esetén ez egy bal-jobb
oldali idedl. Egyszeri modulus az az A-modulus, amelyiknek nincs nemtrivialis részmodulusa.

Megjegyzés: M egyszeri modulus esetén nyilvan rad M = 0. Forditva ez nem feltétle-
niil igaz. Ezeket szemi-egyszerli modulusoknak nevezziik, és ezek egyszerti modulusok direkt
Osszegei.

2. Tétel. (Relevdans modulusok jellemzése) Legyen A = e A& - - - & e, A egy f.f Ekkor:

— Minden felbonthatatlan projektiv modulus izomorf P, = e1 A, Py = e A, ... P, = e, A
valamelyikével.

— Minden felbonthatatlan injektiv modulus izomorf I, = D(Ae;), Iy = D(Aey), ... I, =
D(Ae,,) valamelyikével, ahol D a dualitds funktora.

— Minden felbonthatatlan egyszerii modulus izomorf Sy =top e; A, Sz =top ex A, ... S, =
top e, A valamelytkevel ahol top M = M/rad M. Mitobb, S; = S; akkor és csakls
akkor, ha P; = P;.
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1.4. Feloldasok és az Ext-csoport

Az aldbbiakban homoldgikus algebra ismereteket feltételeziink, és az attekintés gyors lesz. B6-
vebben ezek megtaldlhatéak Weibel [1994]-ben. A kovetkezd definicié a szabad feloldés kiter-
jesztése:

6. Definicié. Egy M A-modulus P, projektiv feloldés alatt a kovetkez egzakt sorozatot (komp-
lexet) értjiik:

dm

P, : cii—> P, P P 4

Py —%s 0

ahol P; projektivek. Pontosabban, a projektiv felolddsba, mint egy komplex P,, nem értjiik bele
az M-et (0-val helyettesitjiik), és a fentit igy jeloljik: P, — M.

A dualis:

7. Definicié. M A-modulus /° injektiv feloldasanak nevezziik a kovetkez$ egzakt sorozatot
(komplexet):

dm+1

d! ]1 Im Im+1*>...

I* 0— M- o

ahol I injektivek. Pontosabban, az injektiv felolddsba, mint egy komplex I°, nem értjiik bele
az M-et, és a fentit igy jeloljik: M — I°.

A kovetkezd allitas lehetdvé teszi az Ext-csoportok megszerkesztését:

2. Allitas. Legyen A K -algebra. Ekkor:

— Mod — A illetve mod — A-ban elég injektiv objektum van, vagyis minden modulus be-
dgyazhato egy injektiv modulusba (létezik M — I mono).

— Mod — A illetve mod — A-ban elég projektiv objektum van, vagyis minden modulus
lefodhetd egy projektiv modulussal (létezik P — M epi).

1. Kovetkezmény. Minden M A-modulusnak van projektiv illetve injektiv felolddsa.

Egy modulus projektiv dimenzidja pd M a minimadlis hosszisagu P, projektiv feloldas
hossza (ha nem létezik véges, akkor pd M = o0). Egy P modulus akkor és csakis akkor
projektiv, ha pd P = 0. Egy algebra globdlis dimenzidja egyenlé a modulusainak a projektiv
dimenzidinak a maximumaval (ha nem létezik akkor co).

A kovetkezbkben az Ext-csoportokat vezetjilk be, melyek (szintén) algebrai topoldgiabol
szarmaznak. Lattuk, hogy F' = hom(M, —) akkor és csak akkor egzakt, ha M projektiv, és
hom(—, M) akkor és csak akkor egzakt, ha M injektiv. Viszont igaz, hogy a F' = hom(M, —)

bal egzakt funktor (illetve a hom(—, M) bal egzakt kontravarians funktor), vagyisha0 — A —
B — C — 0 egzakt, akkor

0 — hom(M, A) — hom(M, B) — hom(M, C)
(illetve 0 — hom(C, M) — hom(B, M) — hom(A, M) )

sorozat is egzakt. Altalaban egy F' bal egzakt funktor esetén beszélhetiink a jobb oldali
derivalt funktorokrdl, R"F', amit a F' = hom(M, —) esetén az Ext" (M, —) jelol. Ext"(M, N)-
et a kovetkez6 modon hatarozzuk meg:
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Tekintsiik NV modulusnak N — I° injektiv felolddsat. Alkalmazzuk /°*-re F' = hom(M, —)-
ot, és kapunk egy j sorozatot, hom(M, I*). Ez dltaldban nem exact sorozat, vegyiik az n-edik
(ko)homoldgia csoportjat. Ez a csoport Ext™(M, N) = H"(hom(M, I*)).

2. Megjegyzés. - Hogy a definici6 helyes legyen, be kell latni, hogy Ext"(M, N) fiigget-
len N-nek az injektiv feloldasat6l. Ez igaz lesz: egy mdsik injektiv feloldast vdlasztva
1izomorf csoportokat kapunk.

— Az Ext-csoport a hom(—, M) kontravaridns funktor jobb oldali derivélt funktorabdl is
megszerkeszthetd, amit projektiv feolddsokkal szdmolunk ki. A konstrukcié dudlis, €s a
kapott csoport ugyanaz (izomorfak, funktoridlisan).

— Masik fontos konstrukcié a — ® 4 N jobb egzakt funktorbdl szdrmazik. Hasonlé médon,
projektiv felolddsokkal, definidljuk ennek n-edik bal oldali derivélt funktorat, melynek
jelolése Tor "(—, N) = L"(— ® N).

— Az Ext bifunktor, pontosabban kontravaridnsan funktoridlis az elsd véltozéban, és kova-
riansan funktorialis a masodikban.

— Konnyf belétni, hogy Ext®(M, N) & hom(M, N).
A kovetkezd tétel mutatja meg az Ext-csoportok hasznossagét:

3. Tétel. (Hosszii egzakt sorozatok) Legyen M A-modulus. Akkor egy ) — X —Y — Z — 0
rovid egzakt sorozat a kovetkezd hosszu egzakt sorozatokat indukdlja:

0 — hom(M,X) — hom(M,Y) — hom(M,Z) — Ext'(M,X) — Ext'(M,Y) —
Ext'(M,Z) — -+ — Ext"(M, X) — Ext"(M,Y) — Ext"(M, Z)

és

0 — hom(Z,M) — hom(Y,M) — hom(X,M) — Ext'(Z,M) — Ext'(Y,M) —
Ext' (X, M) — -+« — Ext"(Z, M) — Ext"(Y, M) — Ext"(X, M)

Az Ext"~! és Ext™ csoportokat ésszekitd morfizmusokat csatlakozé morfizmusoknak nevez-
Zik.



2. fejezet

Morita-ekvivalencia

2.1. Bevezetés

Ez a fejezet egy rovid behatoldst mutat be a Morita-elméletbe. A reprezenticiéelmélet 1énye-
gében modulusokkal, és a koztiik levé morfizmusokkal foglalkozik. Ezért feltevddik a termé-
szetes kérdés: Mikor ekvivalens kategéridk Mod — A és Mod — B? Mint kideriil, ez nem
jelenti mindig azt, hogy A & B, mint K -algebrak. Viszont mar az 6tvenes években K. Morita
japan matematikus sziikséges €s elégséges feltételt adott arra, hogy a két gytirlinek ekvivalens
moduluskategéridja legyen, lasd Morita [1958]. Mi csak a K -algebra esetre koncentrdlunk, bo-
vebben az ugynevezett Morita-kontextusrol Jacobson [1989] konyvet ajanljuk. A bizonyitasok
inkdbb vazlatszertiek lesznek. A Morita-ekvivalencia rejt még néhany invaridnst, példaul a gy(-
rlik centerei izomorfak. Ez 1ényeges éltaldnositdsa annak, hogy egy métrixgy{irQ centralis ele-
mei (amelyek kommutdlnak minden elemmel) a diagondlis matrixok. Késdbb meglatjuk, hogy
a derivélt Morita-ekvivalencia, amely ismét 1ényeges altaldnositdsa a Morita-ekvivalencidnak,
szintén megtartja a centert. Tovabbra is az algebrdink véges dimenzidsak.

2.2. Morita tétele

Feltételezziik, hogy két algebra Morita-ekvivalens, vagyis a moduluskategéridjuk ekvivalens.
Legyenek F' : Mod — A — Mod — B és G : Mod — B — Mod — A az ekvivalenci-
ak. Alapvet6 tulajdonsdgokat keresiink, melyek megérzddnek ezek dltal. Vegyiik példaul By
képét, P = G(B), mely egy jobb A-modulus. Mit mondhatunk el err§1? ElGszor is, G in-
dukal egy izomorfizmust: Ends(P) = homu(G(B),G(B)) = hompg(B,B) = Bp. Mas-
részt feltevédik a kérdés, hogy P projektiv-e? Mivel a projectiv modulus fogalma kategd-
riaelméleti, ezért egy ekvivalencia projektiveket projektivekbe visz. Partikuldrisan, mivel Bp
projektiv, P = F(B) is projektiv lesz. Mivel a véges dimenzionalitdsnak is lehet kategd-
riaelméleti definiciét adni, kovetkezik, hogy F' véges dimenziés modulust véges dimenzidsba
visz, vagyis F' : Mod — A — Mod — B lesziikitése szintén egy ekvivalenciit eredményez
F :mod — A — mod — B. Partikuldrisan, P véges dimenzids. Generatornak neveziink egy M
modulust, ha barmilyen modulus felirhaté mint M-ek direkt 6sszegének homomorfikus képe.
Ez a tulajdonsag is megdrzddik egy ekvivalencia altal. Mivel Bp egyértelmiien generator, ezért
P is generdtor lesz. Ennyi tulajdonsag elég lesz, hogy egy teljes jellemzést adjunk. Tehat mit
tudunk P-r61? P egy véges dimenzids projektiv generdtor. Az ilyen modulusokat progenerator-
nak nevezziik. Osszefoglalva, ha Mod— A ekvivalens M od— B-vel (ami ekvivalens avval, hogy
mod — A ekvivalens mod — B-vel), akkor 1étezik P4 progenerator Ggy, hogy End4(Pa) = B.

Forditva, a célunk beldtni, hogy ha A egy K-algebra, P egy progenerator, B =End(P,),
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akkor Mod — A ekvivalens Mod — B-vel.

8. Definicié. Legyen A, B két gy(ird. Azt mondjuk, hogy (A, B,z M 4,4 Np, ¢,1)) egy Morita
kontextus, ahol ¢ : N ®p M — Aegy A — A morfizmus, ¢ : M ®4 N — Begy B— B
morfizmus, Ggy, hogy barmely z, 2 € M, és barmely y, w € N elemekre teljesiilnek:

ro(y @ z) =Y(x @ y)zés yY(z @w) = ¢y @ 2)w

4. Tétel. Ha (A, B,g M 4,4 Ng, ¢,1) egy Morita kontextus, és ¢ illetve 1 sziirjektivek, akkor
ezek izomorfizmusok is. Sot, ebben az esetben — @4 N és — @p M funktorok egy ekvivalencidt
képeznek Mod — A és Mod — B kozott (mod — A és mod — B kozott is).

Bizonyitds. Bebizonyitjuk, hogy ¢ injektiv. Legyen > z; ® y; € ker ¢. Mivel ¢ sziirjektiv,

léteznek z; € N és w; € M, a.h. > ¢(z; ® w;) = 1u, A-nak az egységeleme. Ekkor:

Z%‘ QY = Z(l‘z ® yi)d(z; @ wy) = ZIz ® yip(z; ® wy) = sz R Yy ® zj)w; =
i ij

inw(yi ® zj) @ w; = Zd)(xl ® yi)z; Q@ w; = Z(b(xz ® yi)(z; ® w;) = 0. Tehét ¢

injektiv, és hasonldan ¢ is az. Tehat N @ M = A és M ®4 N = B. Ezeket felhasznaltva

azonnali, hogy —®4 N és —®p M funktorok ekvivalencidt képeznek, mert (X ® 4 N)®@p M =

X@4(N@pM) = X®4A = X, és ezek az izomorfizmusok természetesek. Hasonléan jarunk
el a masik funktorral. Tehat ezek egy ekvivalenciat képeznek. O]

Most kijelenthetjiik az igért forditott allitast:

5. Tétel. Ha A egy K-algera, P egy progenerdtor, B =End 4(Py,), akkor Mod — A ekvivalens
Mod — B-vel.

Bizonyitds. Felépitjiik P-re a természetes Morita-kontextust, €s belatjuk, hogy a kért fiiggvé-
nyek sziirjektivek. Vilagos, hogy P egy B— A bimodulus. Jelolje Q = P* = Hom(gPa, Aa),
akkor ez egy A — B bimodulus. Legyen ¢ : Q @ P — A az evaludlas fliggvény, vagyis
o(f ® ) = f(x) jol definidlt morfizmus. Ez sziirjektiv lesz. Részletesebben: mivel P genera-
tor, 1étezik egy sziirjekcié h : PU) — A, ahol I egy (index)halmaz, PY) pedig P-nek |I| darab
direkt 0sszege. Tehat egy a € A-ralegyen x = Z x;, ahol J C I egy véges részhalmaz. Jelol-
jed
je i; a bedgyazds morfizmust P — P! ahol j € J. Legyen f; = hoi; € hom(P, A), és mivel
a=h(z)= Z h(z;) = Z fi(x;), ezért d)(z fi ®x;) = a, vagyis ¢ valoban sziirjektiv. Le-
jeJ j€J j€J
gyeny : PR4Q — B, Y(x® f)(y) = xf(y) jol értelmezett morfizmus. Ez is sziirjektiv lesz P

projektivitdsa és véges dimenzionalitdsa miatt. Konny( beldtni, hogy (A, B,g Pa,a Qp, ¢, 1)
Morita-kontextus. Az el6z6 tétel alapjan ez akkor egy Morita-ekvivalencidt jelent.

Osszegezve:

6. Tétel. (Morita) Legyenek A és B K-algebrdk (vagy dltaldnosan gyiiriik). Mod — A és
Mod — B ekvivalens kategoridk akkor és csakis akkor, ha mod — A és mod — B ekvivalens
kategoridk, ami akkor és csakis akkor teljesiil, ha létezik P4 progenerdtor gy, hogy B =

3. Megjegyzés. Konnyl belétni, hogy barmely F' ekvivalencia izomorf egy — @ P funktorral,
ahol P, progenerator.
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2. FEJEZET: MORITA-EKVIVALENCIA

2.3. Alkalmazasok

A kovetkezdkben néhdny egyszer( alkalmazast mutatunk be. Legyen A egy K-algebra, e egy
idempotens és M egy jobb A-modulus. Akkor e Ae egy altere A-nak, és szintén egy K -algebra,
melynek semleges eleme e. Konny( belatni, hogy Me egy jobb e Ae-modulus. Partikularisan,
Ae egy jobb e Ae-modulus, illetve eA egy bal e Ae-modulus is. Tehdt hom(eA, M) egy jobb
A-modulus.

1. Segédtétel. A fenti jeloléseket haszndlva fenndllnak a kovetkezd identitdsok:

1. ups - homy(eA, M) — Me, up(f) = f(e) = f(e)e egy jobb e Ae-modulus izomofizmus,
mely funktoridlis M -ben.

2. Mitobb, u. : End eA — eAe egyben egy K-algebra izomorfizmus.

Bizonyitds. 1) Konnyd ellendrizni, hogy wu,; valéban egy morfizmus, és funktoridlis M -ben.
Legyen vy, : Me — homy(eA, M), vy (me)(ea) = mea a szorzatfiiggvény. Ez egy jol
értelmezett e Ae-modulus morfizmus, €s inverze u;,-nek.

2) Csak azt kell még ellendrizni, hogy u.4 meg6rzi a szorzatot is, ami trivialis. [

Mivel moduluskategoridkrol beszEliink, célszerl lenne leegyszer(siteni egy altaldnos K-
algebrat, igy, hogy a modulus kategéridjuk ugyanaz legyen. Ezt a kovetkez6képpen valdsitjuk
meg: Legyen A = e1 AP - - - § e, A egy f.f. El6fordulhat, hogy két felbonthatatlan projektivre
e;A = e;jA, v # j. Hogy ezt ,korrigdljuk”, vegylink mindegyik ekvivalencia osztilybol egy
idempotenst. Legyenek ezek e;, . .. e;,, vagyis barmely e; A-ra 1étezik j, igy hogy e; A = ¢;A
ésej, A% ej,A mikori # t. Legyen eq = e;, + -+ + ¢;,. Képezzikk A’ = e, Ae, algebrit.
Ezt nevezziik A bazisalgebrajanak. A konstrukcié helyes, mert:

4. Megjegyzés. A bazis algebra nem fiigg az idempotensek megvalasztasatdl (izomorfizmusig).
Mitébb, egy teljes primitiv ortogonalis idempotens osztdlya ej, ...e;,. lgaz, hogy e;, A® 2
e;, A’ mikor i # t. Az utobbi tulajdonsdgu algebrdkat nevezziik egyszertien bazisalgebrdknak.

Vildgos, hogy eqsA = e;; A @ --- @ e;, A projektiv és véges dimenzids. S6t, a szerkesztés
miatt generator is. Tehdt progenerator. Alkalmazhatjuk Morita tételét, mod — A és mod—End
e A Morita-ekvivalensek. De az el6z6 segédtétel alapjan End e4 A = e Ae. Tehat:

7. Tétel. Legyen A K-algebra, A® ennek bdzisalgebrdja. Ekkor A algebra Morita-ekvivalens
Ab-yel.

1. Példa. Algebrik leggyakrabban valamilyen matrixalgebrakbdl szdrmaznak. Vegyiik a teljes
matrix algebrat, A = M, (K). Ennek a standard idempotens osztilya e; . ..e,, ahol e; = ¢;;
az a matrix, melynek (7, 7) pozicidjdban 1-es van, a tobbi pedig 0. A standard (felbonthatatlan,
s6t, egyszerli) jobb A-modulus nem mds, mint a sorvektor, K". e; + --- + e, = [, és ¢;
primitiv idempotensek, és szintén nyilvdnvald, hogy e; A = e; A = K", tehat A bazisalgebrija
AY = e Ae; & K. Tehdt mod — M,(K) = mod — K. Hasonléan médon beldthat6, hogy
altalanos A K-algebrdra igaz, hogy mod — A = mod — M, (A). Ezzel a teljes matrixalgebrak
reprezentacidéelméleti szempontbol osztidlyozva vannak.

A bazisalgebrak praktikusak, mert egyszer(ibb struktiraval rendelkeznek. A kovetkezd alli-
tast nem igazoljuk:

3. Allitas. 1. Legyen A egy K -algebra. A akkor és csak akkor bdzisalgebra, ha
B=A/rad A= K x K --- x K véges tagii szorzattal.
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2. FEJEZET: MORITA-EKVIVALENCIA

2. Egy bdzisalgebra egyszerii modulusai egydimenzidsak.

3. Legyen I egy kétoldalii nilpotens idedlja A-nak (vagyis létezik m € N gy, hogy I™ = 0).
Akkor I C radA. Ha e mellett A/I = K X --- x K, akkor I =rad A.

4. Legyen A bdzisalgebra, I kétoldalii idedlja. I =rad A akkor és csakis akkor, ha I nilpo-
tensés AJI = K x K--- x K.

2. Példa. Erdekesebbek a nem teljes matrixalgebrak. Vegyiik péld4ul az alsé trianguldris mat-
rixokat:

K 0 ... 0
K K ... 0
A=T,(K)=
K K ... 0

Ez természetesen egy véges dimenzi6s K -algebra. A standard idempotensek e; ugyanazok,
mint a teljes matrixalgebra esetében. Itt viszont e; A a megfeleld sormodulusok, dime; A = i,
tehdt e; A 2 e; A, mikor ¢ # j. Ez azt jelenti, hogy A bdzisalgebra. Konnyi beldtni, hogy rad
A pontosan azokbdl a matrixokbdl all, amelyeknek az atlés elemei 0-k. Ez nilpotens idedl. Vi-
lagos, hogy A/rad A =~ K x --- x K, n darab K direkt szorzatdval (a diagondlis matrixokkal).
A felbonthatatlan projektiveket ismerjiik. Tudjuk, hogy az egyszeri modulusok egydimenzi-
6sak kell legyenek, és S; = top e;A = e;A/rade;A. Azonnali, hogy rade; A azon e; A-ban
levd sormatrixok modulusa, melyek az atlon O-t vesznek fel. e;A = S; egyszerl-projektiv
modulus illetve S; = top e;A = Ke;; (valéban) egydimenziés modulusok. Az is igaz, hogy
I, = D(Ae;) = e, A, tehit e, A projektiv-injektiv.

12



3. fejezet

Tegezek (Quiverek)

3.1. Bevezetés

A quiver magyarul tegezt jelent, és a matematikdban ez nem mds, mint egy irdnyitott graf. A
quiver a reprezenticidelméletben mar egy jol rogzitett fogalom; mi a tegez sz6t fogjuk hasznal-
ni; a quiver a reprezentacidéelméletben mar egy jol rogzitett fogalom. A XX. szdzad kozepére
visszavezethetd egy algebranak grafokkal vald szemléltetésének az otlete. Formalisan Gabriel
[1972] vezette be Oket. A tegezek nagyon hasznosnak bizonyultak, €s a az associativ algebrak
reprezentdcidelméletének modern alapeszkozei lettek. Mint majd latjuk, tobbfajta tegezt lehet
egy algebrdhoz hozzarendelni, €s mindegyik mas-mas informdciot fog rejteni. A legpraktiku-
sabb mod algebrakrdl beszélni kétségteleniil a tegezek révén valdsul meg, hiszen az algebrat
(dtalgebra), a modulusait (tegez reprezentaciok), sot, a modulus kategdridjat is leirhatjuk veliik.
Felhivjuk ismét a figyelmet a jelolésekre. Utakat balrdl jobbra tesziink Ossze, fliggvényeket
pedig jobbrdl balra. Tovéabbra is jobb-modulusok érdekelnek. Ha ezeken valtoztatunk, forditott
eljarasokat kaphatunk (1asd Happel [1988]). Tapasztalat szerint ezek vélasztasok megkonnyeb-
bitik jeloléseinket; ez a fejezet Assemet al. [2006]-b8] inspirdlodik.

3.2. Utalgebrak

Mint mér emlitettiik, a tegez egy irdnyitott graf () = (Qo, Q1), ahol )y a csomdpontok, () az
irdnyitott nyilak halmaza. Egy nyil o € (Q); kezdSpontjat k(«a) € @y, végpontjat v(a) € Qy
jeloli. Egyeldre semmit sem feltételeziink a tegeziinkrdl. A csomdpontokat karikdkkal szoktunk
jelolni. Példa egy tegezre:

°J

("o

O

Egy tegez véges, ha Qg és ()1 végesek. A tegez Osszefiiggd, ha a grifja Osszefiiggd irdnyi-
tatlanul. Utnak nevezziik irdnyitott nyilak osszetételét (ha ez lehetséges), tehat egy olyan nyi-
lakbdl 4l16 sorozat, melyben egy nyil végpontja egybeesik az utdna kovetkezd kezdSpontjaval.

Ertelmezziik az it kezdSpontjat és vegpontjdt is az egyértelmti médon. Az it hossza egyenld a
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3. FEJEZET: TEGEZEK (QUIVEREK)

nyilak szdmaval. Ertelmezziik a 0 hossziisagi utakat is, melyek a pontok, és trivialis utaknak
nevezziik. Nyilvdn az 1 hossziisdgu utak pontosan a nyilak. Kor egy nem trividlis ut, melynek
kezddpontja egybeesik végpontjaval. 1 hossziisagu kort huroknak neveziink. Kormentes egy
tegez, nem tartalmaz kort. Példaul az el6z6 tegez véges, Osszefiiggd, de nem kormentes. Egy
ut (a]aq, ..., qq)b), ahol a az 1t (és o) kezdSpontja, b az 1t (€s «y) végpontja, [ az ut hossza, és
v(o—1 = k(ay). A trividlis utakat jeloljik e, = (al|a).

9. Definicié. Legyen Q egy tegez, K egy kommutativ test. Ertelmezziik K(Q ttalgebrat a
kovetkezd modon:

— K(@-nak K folotti bazisat az osszes Ut képezi.

— Két elem szorzatit az utak Osszetevése (mint baziselemek) indukél, vagyis, ha az két
baziselem (a|aq, ..., qq|b) és (c|f1, ..., Bk|d) utak, akkor szorzatuk definicié szerint

(alag, . ..aq|b) - (c| B, - .. Brld) = dpelala, . .., ay, B, - .. Bl|d)

ahol d;, a Kronecker delta (tehat ha nem lehet Gsszetenni két utat, szorzatuk 0, kiilonben
pedig az Osszetett Ut). Ezt a szorzatot a baziselemekrdl kiterjesztve minden elemre, egy
asszociativ K -algebrat kapunk.

Jelolje K(); az ¢ hosszisdgu utakbdl generdlt vektorteret, ahol ¢ € N.
5. Megjegyzés. A kovetkezd vektortér felbontds természetes:
KQ=KQd®KQ® - ®KQ ...
S6t, az is nyilvanvald, hogy (K Q) - (KQy,) C KQpim. minden n,m € N. Ez azt jelenti,
hogy K () egy graduélt K -algebra.

3.Példa. 1. Egy masik fontos K -algebracsaldd a polinomalgebrakbol szarmazik. Vegyiik
példaul K[X] (végtelen dimenziés) polinomalgebrat. Vegyiik a kovetkezd tegezt:

10 D «
KQ bazisét képezi {e;,a,a?,... a", ...}, és ezeket igy szorozzuk:

L= ot ahol k,l € N, és ¢, az egységelem.

aFa
Azonnali, hogy K@ = K[X], o™ — X" algebra izomorfizmus dltal.

2. Legyen () a kovetkezs tegez:

Egyszer( belatni, hogy

R

O

1%
SIS
o o X o

o X o o
N o o o



3. FEJEZET: TEGEZEK (QUIVEREK)

Jeldlje a kétoldali-idealt, melyet a nyilak generdlnak, Ry = K(Q)1 © KQ2 @ . ... Ezt nevez-
ziik nyil-ideélnak.

Altalaban egy ttalgebra nem véges dimenziés, nem feltéténiil egységelemes, és nem feltét-
leniil 6sszefiiggd (Osszefiiggd algebra = nem irhat6 fel két algebra direkt szorzataként). Viszont
igaz a kovetkezd:

4. Allitas. Legyen Q egy véges Osszefiiggd tegez. Ekkor e, = (alla), a € Qo egy teljes primitiv
ortogondlis idempotenshalmaz, osszegiik K () egységeleme, és K() egy osszefiiggd algebra. Ha
Q) kormentes is, akkor K () véges dimenzios bdzisalgebra és rad K() = Rg, ahol Rg a nyil-
idedl.

Egy tegezt, mely véges, 0sszefiiggd, és kormentes, egyszertinek neveziink. A kovetkez6k-
ben tegez mindig véges tegezt fog jelenteni.

A kovetkezd egy praktikus értelmezése az utalgebraknak.
2. Segédtétel. Legyen Q) egy egyszerii grdf, Qo = {1,2,...n} a csomdpontok egy olyan szdmo-

zdsa, hogy ha létezik egy nyil i-bdl j-be, akkor j < 1. Ekkor K () izomorf a kovetkezd dltaldnos
trianguldris mdtrixalgebrdval:

61(KQ)€1 0 N 0
e(KQ)er e(KQ)ey ... 0
KO =~ 2( .Q)1 2( .Q)Q . |
en(KQ)er €,(KQ)ea ... €,(KQ)e,
4. Példa. — Legyen () a Kronecker tegez:

10 2 o2

7 7z

Az el6z6 segédtétel szerint

K 0
o i

matrixszorzassal, és K2 a természetes médon K — K bimodulusnak tekintjiik.

— Azonnali, hogy teljes alsé trianguléris algebra 7T),(K') izomorf K (-val, ahol () tegez a
kovetkezd:

01 O9 N On

Felmeriil a kérdés, hogy milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik /() dtalgebra egy () egyszert
tegez folott. Kideriil, hogy egy ilyen algebra mindig 6rokl6dd, s6t, minden 6roklédo algebra
egy utalgebra egy egyszer( tegez folott.

10. Definicié. Egy A algebrat akkor neveziink 6rokl6donek, ha teljesiti valamelyiket az aldbbi
ekvivalens tulajdonsagok koziil:

1. A-nak minden jobb-ideédlja projektiv A-modulus.

2. A globdlis dimenzidja legfeljebb 1.
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3. FEJEZET: TEGEZEK (QUIVEREK)

3. Egy projektiv modulus részmodulusa projektiv.
4. Egy injektiv modulus faktormodulusa injektiv.

5. Létezik @) egyszert tegez gy, hogy A = K Q.

Hogy kiterjessziik az ﬁTtLalgebrékat, értelmezhetjiik az dgynevezett relacidkat a () tegeziin-
kon. Egy relacio w = Zkﬂbz € (@, utak linedris kombindcidja, k; € K, u; legalabb 2
hosszusagu utak, gy, hogiyzzi és u; kezd6pontja és végpontja egybeesik, i, j € N.

11. Definicid. Legyen () egy véges tegez, K () az ttalgebra, R, ennek nyil-idedlja. Egy kétol-
dald K (-idedlt elfogadhaténak neveziink, ha l1étezik m > 2 gy, hogy

m 2
Ry CICRp
Ekkor a (Q, I) part kotott tegeznek nevezziik, K (Q)/I faktoralgebrat pedig kotott ttalgebra-
nak.
5. Példa. Legyen () a kovetkezd tegez:
o S D B
Vildgos, hogy KQ = K (X;, X3), ahol utébbi kétvéltozés nem kommutativ polinomalgeb-
ra. Legyenen a reldciok w; = a3 — fa, wy = (3%, w3 = o2, akkor konny( beldtni, hogy az
dltaluk generdlt I idedlt teljesiti RQ® C I C RQ?, tehat I elfogadhat6 idedl. KQ/I négy

dimenziés, baziselemei {e; + I,a+ I,5+ I,aB + I}. S6t, KQ/I = K|[X;, Xs]/ (X7, X3),
ahol K[X;, X5] a (hagyomanyos) kommutativ polinomalgebra.

Célunk belétni, hogy minden ,,relevins” algebra egy kotott dtalgebra. E16bb egy jellemzés,
amiért bevezettiik a relaciokat:

2. Tulajdonsag. Legyen () egy véges tegez, I egy elfogadhato idedlja K Q-nak. Akkor létezik
egy véges reldcichalmaz {w, . .. wy, } gy, hogy ezek generdljdk I-t, vagyis I = (wy, . .. wy,).

A kovetkez6 feladat megszerkeszteni egy algebrabdl egy tegezt. A kovetkezdkben K algeb-
rai zartsdga fontos lesz.

12. Definici6. Legyen A egy véges dimenzids Osszefiiggs bazisalgebra és {e, eq,...€,} egy

teljes idempotenshalmaz. A (Gabriel vagy Ext)-tegezét A-nak, ()4, a kovetkez6 médon értel-
mezziik:

1. Q4 csomépontjai 1,2, ... n, ezek bijekcioban vannak eq, es, . . . e,, idempotensekkel.

2. Két csomépontra 7,5 € ((Qa)o a nyilak o : ¢ — j szdma megegyezik dimy e;(rad
A/rad?A)e; = dimy e;(rad A)e;/e;(rad® A)e; dimenzikkal.

6. Megjegyzés. 1. A konstrukcié helyes, mert a fenti tegez () 4 nem fiigg az idempotensek
megvélasztasatol.

2. Q4 véges tegez, A Osszefiiggésébdl kovetkezik () 4 Osszefiigghsége is.
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3. FEJEZET: TEGEZEK (QUIVEREK)

3. Legyen (Q egy véges Osszefiiggs tegez, I egy elfogadhaté idedl és A = KQ/I a kotott
algebra. Akkor a fent értelmezett konstrukcié a vart eredményt adja, vagyis Q4 = Q).

4. dimy e;(rad A/rad®A)e; = dimExt}(S;, S;), tehét az Ext-csoportokat is hasznalhatjuk
a fenti értelmezésben. Ezért is szokas () 4-t Ext-tegeznek nevezni.

Az igért tétel:

8. Tétel. Legyen A Osszefiiggd véges dimenzios bdzisalgebra. Akkor létezik egy elfogadhato 1
KQ a-idedl uigy, hogy A =2 KQa/I. Forditva, ha () egy dsszefiiggd véges grdf, I egy elfogad-
haté idedlja KQ-nak, akkor KQ /I kotott algebra véges dimenzids dsszefiiggd bdzisalgebra.

Lattuk az el6z6 fejezetben, hogy reprezentaciéelméleti szempontbdl elég Osszefiiggd ba-
zisalgebrakrol beszélniink. Tehat az algebrak melyek érdekelnek kotott dtalgebrdk. Megjegyez-
ziik, hogy ()4 nem feltétleniil kormentes. Ha kormentes, akkor indukciéval igazolhatd, hogy
a globdlis dimenzidja véges, pontosabban legfeljebb [((QQ4)o| — 1, ahol |(Q)o| a csomSpontok
szdma, vagyis az egyszerli modulusok szdma (rank K(A), a Grothendieck-csoport rangja).

3.3. Reprezentaciok
Sikeriilt egy algebrat egy ,,relacids” graffal azonositani; felmeriil a kérdés, hogy tudnink a
modulusait vizualizdlni? Erre is van egy nagyon természetes modszer.

13. Definicié. Legyen () egy véges tegez. Egy reprezentaciéo M alatt a kovetkezdt értjiik:

1. Minden a € (y-hoz egy K -vektorteret tarsitunk, M.

2. Minden nyilhoz v : @ — b € ) tarsitunk egy ¢ : M, — M, linedris fiiggvényt.

Egy reprezentaciot roviden M = (M,, ¢,) jelolink. Véges dimenzids egy reprezentacio,
ha mindegyik M, vektortér véges dimenzids.

Ha van két reprezenticio M = (M,, ¢,), M' = (M}, ¢.,), akkor f : M — M’ reprezen-
taciomorfizmus egy csalad f = (fu)aeq,» ahol fo : M, — M., a € Qo linedris fiiggvények,
melyek kompatibilisek ¢, fiiggvényekkel, vagyis, minden « : a — b nyilra a kovetkez6 diag-
ramm kommutativ:

M, — % M,

lfa lfb
o,

M Mj

Két reprezenticio-morfizmus Osszetétele a megfeleld linedris fiiggvények Osszetételébdl
szarmazik az egyértelmi médon. A kapott kategériat Rep (Q-val jeloljiik. A véges dimenzi-
6s reprezentaciok alkategoridjat rep (Q-val jeloljiik.

Ha w = oy, ... a, egy ut )-ban, akkor jelolje ¢, = ¢,,, - .. o, Most vegyiink egy kotott

tegezt (Q, 1), és legyen w = Z ksu; € I egy relacié. Az mondjuk, hogy M reprezenticid
=1
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3. FEJEZET: TEGEZEK (QUIVEREK)

teljesiti w-t, ha ¢, = Z ki¢n, = 0. Legyen I egy elfogadhat6 idedl. M reprezentdcid kotott
i=1

I dltal, ha M I-nek minden reldcijat teljesiti. Tehat, ha I = (wy,...w,), akkor a kotés

ekvivalens avval, hogy ¢,,, = 0, minden ¢ € N-re.

Jelolje Rep(Q, I) (illetve rep(Q, 1)) azt az alkategéridjat Rep @ (illetve rep Q)-nek, melynek
reprezentdcioi [ altal kotottek. A kovetkezd tétel azt mondja, hogy a reprezenticié ugyanaz,
mint a modulus.

9. Tétel. Legyen () egy véges Osszefiiggd grdf, I egy elfogadhaté idedlja KQ-nak, A = KQ/I
a kotott uitalgebra. Akkor létezik F' kategoria-ekvivalencia

F: Mod— A= Rep(Q,I)

melynek lesziikitése

F:mod— A= rep(Q,I)

Tehat szabadon hasznélhatjuk a reprezentdcié helyett a modulus szét. Az els6 fejezetben
meghatdroztuk az egyszerti, a felbonthatatlan projektiv, illetve a felbonthatatlan injektiv modu-
lusokat. Az alébbi tétel ezek természetesebb jellemzése tegez-szempontbol.

10. Tétel. (Relevdns modulusok jellemzése, tegez verzio) Legyen (Q egy véges Osszefiiggd tegez,
a csomdpontokat szamozzuk 1-t61 n-ig, 1 egy elfogadhaté idedlja KQ-nak, és A = KQ/I a
kotott utalgebra.

1. Az egyszerii modulusok S;:

A vektorterek (S;); = 0, ha i # j, és (S;); = K , a kozottiik levd linedris fiiggvények
pedig 0-k.

2. A felbonthatatlan projektiv modulusok P;:

(P); bdzisa az osszes w + I alakii elem, ahol w egy it i-t6l j-ig, a kozottiik levd linedris
fiiggvényeket pedig a nyilakkal valo jobb oldali szorzdsok indukdljdk.

3. A felbonthatatlan injektiv modulusok I;:

(1;); bdzisa az dsszes w + I alakii elem, ahol w egy it j-t6l i-ig, a kizottiik levd linedris
fiiggvényeket pedig a nyilakkal valo bal oldali szorzdsok dudlisai indukdljdk.

Vegyliink egy szemléltetd példat:

6. Példa. Legyen () a kovetkezo tegez:

és a kotés a3 = 0 (vagyis I = («f3), ami nyilvan elfogadhato, és legyen A = KQ /I kotott
utalgebra)
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3. FEJEZET: TEGEZEK (QUIVEREK)

Az egyszerli modulusok:

K 0 0
YA VN VAR
0 0 0
0 0 0 K K 0
0 0 0
Sl SQ S3
A felbonthatatlan projektiv modulusok:
L s ‘
/ . K 0o 0 0 / ) X / \
g g :
K? K K? K K 0
0 0
: :
P P, Py
A felbonthatatlan injektiv modulusok:
(1) K3 {o 1 0} K K?
74 \\ o1 % \ / \
[1 o 0 [1 o]
K K? 0 K K K?
o 1] 0 o 1]
Il I2 ]3

3.4. Auslander-Reiten-féle tegez

Miutén az algebrat és modulusait vizualizdltuk, kovetkezik a modulus kategdria.

14. Definici6. Legyen A egy véges dimenzids algebra, X, Z € mod — A felbonthatatlan modu-
lusok. Egy X-ben kezd6d6 (vagy Z-ben végz6d6) nem felhasadé rovid egzakt sorozatot akkor
neveziink Auslander-Reiten sorozatnak (vagy majdnem-felhasad6 sorozat)

0-X5Y2zo0

ha teljesiti az ekvivalens allitdsok valamelyikét:

1. barmely U — Z homomorfizmus, mely nem izomorfizmus és U felbonthatatlan, felbom-
lik p-n keresztiil;

2. barmely X — V homomorfizmus, mely nem izomorfizmus és V' felbonthatatlan, felbom-
lik 7-n keresztiil.

11. Tétel. (A-R sorozatok létezési tétele)

1. Ha Z nem projektiv, akkor létezik Z-ben végzodd A-R sorozat, mitobb, X egyértelmii-
en meghatdrozott (izomorfizmustol eltekintve). Azt mondjuk, hogy X modulus Z-nek a
transzldcioja, és a transzldciot T jeloli (tehdt 77 = X).
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3. FEJEZET: TEGEZEK (QUIVEREK)

2. Dudlisan, ha X nem injektiv, akkor létezik X -ben kezdbédo A-R sorozat, mitobb, Z egyér-
telmiien meghatdrozott (izomorfizmustol eltekintve). Azt mondjuk, hogy Z modulus X -nek
a kotranszldcidja, és a kotranszldciot T jeléli (tehdt 7' X = 7).

Az A-R sorozat igymond a legjelentsebb morfizmusokat foglalja magéba, az irreducibili-
seket. Az Auslander-Reiten tegez a kovetkezd

15. Definici6. Legyen A egy K-algebra, rad(U, V') a nem izomorfizmusok U és V' felbontha-
tatlanok kozott. Tulajdonképpen, ha U 2 V, akkor rad(U, V') = hom(U, V') és rad(U, U) pedig
a Jacobson-radikal. Jelslje Irr(U, V) =rad(U, V') /rad®(U, V') az irreducibilis morfizmusok vek-

torterét. Definicié szerint az Auslander-Reiten tegezt I'(A) a kovetkez6 médon szerkesztjiik
meg:

1. a csomépontok az irreducibilis modulusok izomorfizmus osztélyai [U];

2. [U] és [V] kozott a nyilak szdma megegyezik dimgIrr(U, V') dimenziéval.

Példat majd a Derivalt kategoridk fejezetben mutatunk be.
Az Auslander-Reiten sorozatokkal épitjiik fel ezeket a (transzlacids) tegezeket, mert a ko-
vetkez6 kiilonleges ,,haldszeri” komponensekbdl tevddnek Ossze:
[¥1]
S N\
7] : 2]
NN, S S
[Y4]

ahol Z nem projektiv, és egy adott © € N szdmra a 72-bdl Y;-be mend nyilak szdma meg-
egyezik az Y;-bol Z-ba mend nyilak szamaval.

Egy algebra véges reprezentdcidju, ha véges szamu paronként nem izomorf felbonthatatlan
modulusa van (Vagyis az A-R tegeze véges). Gabriel [1972] osztdlyozta az 6rokl6dé véges
reprezentacidju algebrakat, melyeknek az Ext-tegeziik a mindentiitt jelenlév6é Dynkin-féle diag-
rammok.
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4. fejezet

Derivalt kategoriak

4.1. Bevezetés

A derivélt kategéria DA egy dltalanos konstrukcié a homolégikus algebraban egy A Abel-
kategoriabdl kiindulva. Alexandre Grothendieck és tanitvanya Jean-Louis Verdier vezették be a

60-as években, valoszintileg a derivalt funktorok elméletének egyszerisitése végett. Ok komp-
lexeken értelmezték ezeket. A konstrukcié 1ényege, hogy komplexek kozotti morfizmust akkor
akaruk izomorfizmussd alakitani, ha az indukélt homol6giacsoportokon izomorfizmusokat al-
kot. BGvebben derivalt kategéridkrol Happel [1988]; Weibel [1994].

4.2. A komplexek kategoriaja

Legyen A egy Abel-kategéria (minket Mod — A vagy mod — A érdekel, ezek Abel-kategoridk,
ezentil mindig ezekkel dolgozunk). Egy komplex X a A folott a kovetkezd diagramm:

tgy, X" € A, d" € hom(M", M™*) hogy d"~! o d* = 0, minden n € Z. d" helyett
valamikor csak d-t irunk, mikor nem vezet félreértéshez, és differencidlnak nevezziik. Tehat
roviden d o d = 0.

f = (f"ez : X — Y komplexmorfizmus egy morfizmuscsalad, amely diagramm-
morfizmus, vagyis az alabbi diagrammot kommutativva teszi:

mn
..*>Xn$Xn+1*>...

lf’n \Lfn#»l

-.*>Yn$yn+1*>...

Komplexmorfizmusok Osszetétele természetes. Megkaptuk a komplexek kategoridjat, C'A.

Egy komplexmorfizmus mindig csoportmorfizmusokat indukal a homolégiacsoportokon f}* :
H"X — H"Y, f*[z] = [f*(2)], n € Z (ahol H"X =ker d"/im d"!).

A homotdpia is algebrai topol6gidbdl szarmazik; az absztrakcidja:

21



4. FEJEZET: DERIVALT KATEGORIAK

Egy f : X — Y komplexmorfizmus akkor null-homotép, ha léteznek h" : X" — Y"1
morfizmusok tgy, hogy f* = 6" ' o h" + A"l o0 d", roviden f = doh + hod. A null-
homotdp morfizmusok egy idedlt képeznek a komplexek kategoéridjaban, tehat beszélhetiink a
faktorkategoériardl, H.A, amelyet homotdpia kategérianak neveziink (tehat ennek objektumai
szintén a komplexek, €s a morfizmusok a komplexmorfizmusok modulo homotdpia, vagyis két
morfizmus megegyezik, ha kiilonbségiik null-homot6p).

Vegyiik észre, hogy a homoldgia funktorok X — H™X értelmezettek lesznek a homologia
kategérian is, mertha x € ker d, f— f' = doh+hod, akkor f.[x]— f![x] = [doh(x)+hod(x)] =
[d(h(x))] = 0 (a fuggvények indexeit nem irtuk ki).

HA*, HA-, HA" abalrél-, jobbrol-, illetve mindkét oldalrdl korlitos komplexek homot6-
pia kategoridja.

Egy s morfizmust H.4-bdl kvézi-izomorfizmusnak neveziink, ha izomorfizmusokat szar-
maztat a homoldgia csoportokon. Ezeket definidlhatjuk természetesen C' A komplexek katego-
ridjéan is, de a homoldgia kategoridn érdekes tulajdonsagokkal rendelkeznek. Tulajdonképpen
azért vezettiik be a homotdpia kategoridkat, hogy ezekbdl épitsiik fel a derivalt kategoriat, mely

morfizmusait igy explicitebb médon fogjuk megkapni, mintha direkt C'.4-b6l indultunk volna
ki.

4.3. A derivalt kategoria

Jelolje S a kvazi-izomorfizmusok halmazat. Szeretnénk lokalizdlni a kategériat S-el, hasonld
modon, mint a gylirtiknél. Az Ore-feltételekhez hasonl6 feltételeket (melyek utobbit biztositjak
egy éltalanosabb kornyezetben) kapunk S-re.

16. Definicié. Jelolje D.A a derivalt kategdriat. Ennek objektumai szintén a komplexek, és
morfizmusok X, Y kozott s—! f bal tort alakiak (vagy jobb tort), vagyis ekvivalencia osztdlyok

7N

X Y

Két morfizmus s~1 f és s'~! f/ ekvivalens, ha 1étezik egy kommutativ diagram H .A-ban:

Két morfizmust a tortek szorzasaval hasonlé médon tesziink dssze (csak elébb a morfizmu-
PRl

sokat ,,k6z0s nevezodre” kell hozni).

A kanonikus (trianguldris, 1asd késébb)funktor () : HA — DA a kvazi-izomorfizmusokat
izomorfizmusokba kiildi, és univerzdlis ezzel a tulajdonsdggal.
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4. FEJEZET: DERIVALT KATEGORIAK

DA*, DA, DA? a balrél-, jobbrol-, illetve mindkét oldalrél korlatos homol6gidji komp-
lexek derivalt kategoridja.

Minden M € A modulust--- — 0 — M — 0 — ... komplexxel azonositunk, ahol M a 0
poziciéban 4ll. Ha X egy tetsz6leges komplex, akkor az eltolt komplex X [n] : X [n]k = X"tk
és dx[n] = (—1)ndx

A kovetkez6kben egy masik definicidjat adjuk az Ext-csoportoknak.
3. Segédtétel. Legyen X egy komplex. Ha I egy alulrol korldtos komplex injektiv modulusokkal,
akkor
hOIIlD_A(X, I) = hOIIlH_A(X, ])

Dudlisan, ha P egy foliilrdl korldtos komplex projektiv modulusokkal, akkor

hOIIlD_A(P, X) = hOIIlHA(P, X)

~

3. Tulajdonsag. Legyen M, N € A. Akkor létezik egy kanonikus izomorfizmus o : Ext" (M, N) —
homp (M, Nn]), n € Z, ahol Ext"(M,N) =0, han < 0.

Bizonyitds. Legyen I egy injektiv felolddsa N-nek, akkor ez kvazi-izomorf is vele, tehét

0 N 0 0

N

0 I° It I?

Tehat DA-ben N = I,
homp4(M, N[n]) = hompa(M, I[n])

Az el6z0 segédtétel alapjan

homp (M, In]) = homy4(M, I[n])

Azonnali, hogy utdbbi pontosan hom 4(M, I') komplexnek az n-edik homoldgia csoportja,
tehat Ext’; (M, N).

]

A derivalt funktorokat a derivalt kategéridkban hasonldan injektiv (vagy projektiv) felolda-
sokkal szerkesztjik meg: 14sd Weibel [1994], 10. fejezet, vagy Gelfand és Manin [1996], 3.

fejezet. Altaldnosabb (és absztraktabb) szerkesztéshez lasd Keller [2007].

Sajnos a derivalt kategéria csak trividlis esetekben Abel-kategéria (szemi-egyszerii kate-
goridkban, pl. vektoterek). Mégis természetes kornyezet homoldgikus algebra eszkozok al-
kalmazdséra, mert egy tigynevezett trianguléris kategéria. Utébbirdl példdul Keller [2007] ad
bevezet6t, bdvebben réluk pedig Gelfand és Manin [1996]. Itt nem részletezziik axidmait, alap
tulajdonsdgait. A haromszogek X — Y — Z — X][1] lényegében komplexekbdl all6 egzakt
sorozatbdl szarmaznak: 0 - X — Y — Z — 0.

A modulus kategoridk esetéhez hasonldan, értelmezhetjiik az Auslander-Reiten tegezét egy
tetsz8leges DY korlatos derivalt kategéridnak. Jelolése: T'(DY). Ugyanazok a lépések, mint
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4. FEJEZET: DERIVALT KATEGORIAK

a modulus kategéria esetén, a megfeleld helyettesitésekkel (pl. felbonthatatlan modulusok he-
lyett DY derivélt kategoria (amely additiv) felbonthatatlan objektumait vessziik) Az Auslander-
Reiten sorozatokat helyettesitik az Auslander-Reiten haromszodgek, ezek ugyanazokkal az alta-
lanos tulajdonsagokkal rendelkeznek.

Az 6roklddo derivalt kategoridkat meglehet6sen egyszer(i dbrazolni. Vegylink az dtalgebrat
(ismét a teljes trianguldris méatrixalgebra):

Apile—2— .- —n

Vegyiikk ) = A5, A = K(Q. Konny belatni, hogy a A — mod Auslander-Reiten tegeze:
SN,
VANVAN
VANVANVAN
NN,

A fenti ,,haromszog” bal szarat képezik a projektiv modulusok, jobb szarét az injektivek, a
csucsa pedig projektiv-injektiv.

A derivilt kategéria D®(mod — A) (végtelen) A-R tegeze

NN NN
VA NVANVANAN
NN NN
NSNS

Vegyiik észre, hogy ha médositjuk a nyilak irdnyéat, példaul legyen () : 1 «+— 2 «+— 3 — 4 —
5, akkor mds moduluskategéria A-R tegezt kapunk. De a derivalt A-R tegez ugyanaz. Ez a két
algebra derivalt ekvivalencidjabol adodik 1dsd Happel tételét a kovetkezd fejezetben.

24



5. fejezet

Tiltingelmélet

5.1. Bevezetés

Lattuk, hogy a Morita-ekvivalencia egy erds eszkoz, de miutdn bazisalgebrakkal dolgozunk,
tobbé haszndlhat6. Tehat nem lehet szamitani ekvivalens modulus kategéridkra kiilonb6z6 ba-
zisalgebraktdl. Viszont észrevettek hasonlésagokat kiillonb6z6 moduluskategdridk kozott, 1asd
pld. Berstein et al. [1973]. Otleteiket Lie elméletbdl meritették, és az tigynevezett reflexi6 funk-
torok eszkozével egy elegans bizonyitds taldlhaté a Gabriel-tételre, amely osztdlyozza a véges
reprezentacidji orokldédo algebrakat a Dynkin-diagramokkal. Lasd Auslander et al. [1979] en-
nek dltaldnositasit az tgynevezett APR-tilting modulusok hasznélatival. A tilting elméletet
tovabb dltalanositottak és alkalmaztak.

5.2. Tilting-modulus

Legyen A egy véges dimenzids K -algebra. Tobbfajta definicidja van a tilting-modulusoknak,
attdl fiiggden, hogy hol haszndljuk 6ket. A klasszikus ez:

17. Definicié. Egy 7' € mod — A modulust akkor neveziink tilting-modulusnak, ha teljesiti az
alabbiakat:

(T1) T projektiv dimenzidja legfeljebb 1,
(T2) Ext4(T,T) =0, és

(T3) Létezik egy egzakt sorozat 0 — Ay — T° — T' — 0 dgy, hogy T € add — T (vagyis
T direkt 0sszeadanddinak egy direkt 6sszege).

Ha csak az els6 két tulajdonsag teljesiil, akkor 7' parcidlis tilting-modulus. Ez az elneve-
z€s onnan jon, hogy ha 7T’ egy parcidlis tilting modulus, akkor egy tilting modulusnak a direkt
Osszeadanddja. SoOt, egy parcidlis tilting-modulus akkor és csak akkor tilting, ha a paronként
nem izomorf felbonthatatlan direkt 6sszeadandoinak a szdma megegyezik a paronként nem izo-
morf egyszeri csoportok szamaval (vagyis rank Ky(A), ahol Ky(A) a Grothendieck-csoport).
Tehat (T3) helyettesithetd utdbbi egyszeriibb jellemzéssel.

Megjegyzés: Mivel T proj. dim.-ja < 1, egyértelmd, hogy Ext (T, T) = 0,7 > 1-re is (1asd
atilt.).
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Legyen 7' egy tilting-modulus. Viladgos, hogy 7', kozel 411” egy progenerdtorhoz. Hasonl6an
vizsgaljuk az endomorfizmusalgebrdjit, B = EndsT4. Viladgos, hogy g1 egy bal B-modulus
is egyben. A kovetkezd torzié paros Assem et al. [2006] (vagyis nincs a null morfizmuson
kiviil mds morfizmus az els6 objektumaibdl a masodikéba, és a két kategdria maximalis evvel a
tulajdonsaggal) értelmezhetd mod — A és mod — B kozott.

Legyen 7 a mod — A azon telt alkatégidja, melynek objektumait 7" generdlja, ami ekvi-
valens avval, hogy X € 7 akkor és csakis akkor, ha Ext! (T, X) = 0. Legyen F azon telt

alkategoridja mod — A kategdridnak, mely pontosan azokat az X objektumokat tartalmazza,
melyekre hom (7', X') = 0. Akkor (7, F) egy torzi paros.

Legyen X azon telt alkategéridja mod — B kategéridnak, mely pontosan azokat az Y B-
modulusokat tartalmazza, melyekre Y @5 T' = 0, és legyen ) azon telt alkategdridja mod — B
kategérianak, mely pontosan azokat az Y B-modulusokat tartalmazza, melyekre T'or? (Y, T') =
0. Akkor (X', ) szintén torzié paros. A kovetkezd Brenner és Butler [1980] a Brenner-Butler-
vagy tilting-tétel:

12. Tétel. (Brenner-Butler) Legyen A egy véges dimenzios K-algebra, Ty egy tilting-modulus,
B =EndTy, és (T,F),(X,)) a fent szdrmaztatott torzié pdrosok. Ekkor a igaz:
1. BT is tilting modulus, és a kanonikus K -algebra morfimus A —End(gT) izomorfizmus
(a+— (t — ta)).

2. homu(T,—) és — @p T ekvivalencidt szdrmaztatnak T és Y kozott.

3. Exty(T,—) és Tor?(—,T) ekvivalencidt szdrmaztatnak F és X kizott.

Egy bd bevezetdként a tiltingelméletbe ajanljuk ismét a Assem et al. [2006] és Happel
[1988] konyveket.

5.3. Altalanositott tilting-modulusok

Egyesek az altalanositott tilting-modulusokat nevezik tilting-modulusoknak. Mi roviditsiik 6ket
atilt.-el. A kovetkez6 a definicio:

Legyen A egy K-algebra. Akkor T" egy atilt, ha teljesiilnek:

(T1) T projektiv dimenzidja véges,
(T2) Exty(T,T) = 0, mikor i > 0.

(T3) Létezik egy egzakt sorozat 0 — Ay — T° — T! — ... — T™ — 0 dgy, hogy
T' € add—T

Nyilvan minden tilting-modulus 4tilt. Altalanos tilting-modulusokra is sok eredmény ki-
terjeszthetd, lasd pl. Happel [1988]. A tenzor szorzat funktorat (illetve a homomorfizmus
funktort) ki szeretnénk terjeszteni a derivalt kategoridkra, ahol komplexekkel dolgozunk. Ezek
a totdlis derivélt funktorok. Ha X egy A — B komplex (komponensei A — B bimodulu-
sok), jeldlje a totalis derivalt funktorokat — @4 X : D(Mod — A) — D(Mod — B), illetve
Rhomg(T,—): DMod — B — DMod — A (részletek Weibel [1994]).

Amiért igazan érdekesek az atilt.-ek, az a kovetkezd tétel Happel [1987]:
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13. Tétel. (Happel tétele) Legyen X = T egy A — B bimodulus (egy tagii komplex). Akkor
fenti totdlis derivdlt funktorok akkor és csak akkor képeznek ekvivalencidt, ha Ty egy dtilt., és
a kanonikus fiiggvény A — hompg(T,T) egy izomorfizmus, mitobb, a totdlis derivdlt funktorok
D*(mod — A) és D*(mod — B) kozott is ekvivalencidt szdrmaztatnak.

A fenti tétel nagyon hasonlit Morita tételére, egy absztraktabb kornyezetben. Mint kideriilt,
az altalanos tilting-modulus nem szdrmaztat minden derivalt ekvivalenciit. Ezt a problémat
oldja meg a tilting-komplex.

5.4. Tilting-komplexek

Jelolje per B a perfekt komplexek trianguldris alkategéridjat D (M od— B)-nek, vagyis az 6sszes
olyan komplexet, mely kvézi-izomorf egy olyan korldtos komplexxel, melynek komponensei
végesen generdalt projektiv modulusok. A kovetkezd a f6 tételiink Rickard [1989, 1991]:

14. Tétel. (Rickard tétele) Legyen K kommutativ test, A és B véges dimenzios K-algebrdk. A
kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. Létezik egy trianguldris ekvivalencia F' : D(Mod — A) — D(Mod — B).
2. Létezik egy trianguldris ekvivalencia F' : D*(mod — A) — D®(mod — B).

3. Létezik egy kétoldali X tilting-komplex, vagyis egy A — B komplex, amelyik perfekt mint
bal A-modulus, és mint jobb B-modulus és amelyre — @4 X : D(Mod—A) — D(Mod—
B) ekvivalencia. Ezt standard ekvivalencidnak nevezziink (ha nem testek felett dolgozunk,
akkor itt a totdlis derivdlt funktor szerepel).

4. Létezik egy T tilting-komplex D(Mod — B)-ben, vagyis egy komplex, melyre:
(T1) T perfekt komplex;
(T2) hompg(T, T [n]) = 0, mikor n # 0, és hompg(T,T) = A;
(T3) add — T generdlja per B-t, mint trianguldris kategoridt.

7. Megjegyzés. — Még nyilt kérdés, hogy minden trianguldris ekvivalencia izomorf-e egy
standard ekvivalencidval (ellenben a Morita-tétellel).

— Ezek a feltételek ismét nagyon hasonlitanak az eddigiekhez, tulajdonképpen a természetes
moédositdsai azoknak. Ez az eredmény mar csak azért is meglepd, mert komoly problé-
madkba titkdziink, ha Happel tételét prébaljuk utdnozni. A 3)-bdl bizonyitani a tobbit a
nehéz része a bizonyitdsnak, mert, bar A hat T-re, mint annak endomorfizmus algebrdja,
de feltétleniil hat a komponenseire, tehdt azok nem feltétleniil bimodulusok, mint 2)-ben.
Lasd Konig és Zimmermann [1998] 3.,6. fejezetekben is szerepelnek a klasszikus bizo-
nyitdsok. Egy masik, atlathatobb bizonyitdst szolgal Keller [1998].

— Ezzel az (eddig ismert) f6 Morita-tipusu tételeket bemuttatuk. Egyéb hasonl6 irdnyzatok
a megfeleld kornyezetekre valo kiterjesztésiik, példaul szimmetrikus algebrakra Konig €s
Zimmermann [1998], vagy gradudlt algebrakra Marcus [2003].

— A derivdlt ekvivalencia is megdriz néhdny klasszikus invaridnst:

(I1) A Z(A) center, partikuldrisan két kommutativ algebra izomorf akkor és csak
akkor ha derivalt kategoridjuk ekvivalensek;
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(I2) Ko(A) Grothendieck csoport, illetve a magasabb K -csoportok K;(A);
(I3) A Hochschild kohomoldgia-csoportok H H*(A, A);

(I4) Ciklikus kohomoldgia-csoportok HC\(A);

(I5) Stb.
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