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Kivonat

A dolgozatban Levi-Civita! nem-arkhimédészi szamtest és késébb
Laugwitz? formalis hatvanysorai mintajara, de téle fiiggetleniil Wang?
altal bevezetett altalanositott szamok rendszerét(GNS) fogjuk vizs-
galni. Alapvets értelmezéseket adunk meg, majd az analizis elemeit,
mint folyonossag, differencialhatosag, integralhatosig fogalmait ismer-
tetjiik, épitjiik fel Wang mintajara. A tovabbiakban a formalis hatvany-
sorok tulajdonsagaira tAmaszkodva, analitikus fiiggvények differencial-
hatosagat vizsgaljuk GINS-en. Majd differencidlegyenleteket proba-
lunk értelmezni és ezek megoldhatosagat vizsgalni ugyancsak a GNS
szadmtesten.

Kulcsszavak: altalanositott szamok rendszere(GNS), GNS- dif-
ferencidlhatosig, GINL-integralhatosag, formalis hatvanysorok, anali-
tikus fiiggvények, differencidlegyenletek.
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1. Bevezetés

Annak ellenére, hogy a klasszikus és modern matematikai eredmények
nagy része ugymond egy szintes tereken ,zajlik”, mint példaul a valos szam-
egyenes, a sik, az n-dimenziés Euklidészi tér, stb., az emberi elme az uni-
verzum tobbszintes organikus strukturakit keresi mar az okor ota.

Az altalanos rendszerek strukturdja tébbszintes ([1]).

Wang modern fizikai problémék tisztazasa végett vezette be az altalanosi-
tott szamok rendszerét (|2], [3]). (A tovabbiakban csak GINS-t hasznélunk
az egyszeriség kedvéeért)

1.1. Néhany hipotézis a modern fizikAban
1.1.1. A foton nyugalmi tomege

Einstein szerint, egy mozgd részecske tehetetlenségi tomege, m, Osszefiig-
gésben van a nyugalmi tomegével, my:

ahol ¢ a fénysebesség és v a részecske sebessége. A foton esetében amikor a
sebessége v = ¢, a nyugalmi tomege nulla kellene legyen. Ebben az esetben
m = oo, ami viszont ellentmondas. De a nyugalmi tomege ha nulla, akkor
a fenti egyenlGség esetében % eset kovetkezik be, ami hatérozatlan, ismét
ellentmondés. Ezt az ellentmondast a klasszikus elméletben tgy kiiszobolik
ki, hogy az univerzumban egyetlen test sem érheti el a fénysebességet, mert
akkor a tomege kellene tartson a nulldhoz.

1.1.2. A Dirac féle ¢ fiiggvény

Dirac* jol ismert munkajaban a kovetkezd fiiggvényt vezette be, ami
késébb Dirac-féle ¢ fliggvénynek neveziik:

0, hax#0

oo, hax=0

6:R—>R,6(m):{

Ha f(z) egy olyan fiiggvény R-en, amely végtelenszer differencialhato, és
kompakt tartoja(suppf(x)) van, akkor:

/_ " f@)b(@)de = £(0)

4Paul A. M. Dirac, 1958



kellene teljesiiljon.

De a klasszikus matematikaban, beleértve a modern mértékelméletet,
lehetetlen egy ilyen fliggvényt szerkeszteni, mert minden fiiggvény, amelyre
teljesiilnek a fenti kovetelmények és 6(x) = 0,V x € R* a kovetkezd inte-
gral értéke nulla, ffooo f(@)d(z)dx = 0. Ez a tény egy ujabb ellentmondéasos
kijelentéshez vezet.

Az ilyen jellegii ellentmondéasok kikiiszobolésére vezették be a disztribicio
elméletet.

Dirac ¢ fiiggvényének jelentGs szerepe van a kvantum mechanikédban.

2. Analizis a GNS-en

1. Ertelmezés. (Wang, [3]) Egy dltaldnositott x szam egy fiigguény Z-b6l R-
be, u.h. létezik k = k(x) € Z, amit az x szint indexének neveziink, a kivetkezd
tulajdonsdggal:

x(t) = 0,Vt < k(x), x(k(x)) #0

Ekkor az x formdlis hatvdnysorba fejthetd:

T = Z :L‘(t)l(t)

t>k(x)
=(...,0,z(k(x),z(k(x)+1),...)

= (0, T(k(@))s Tk(x)+1)> - - -)

ahol a fenti irasmodokban az elsé nem 0 elem a k(x)-edik szinten van. 1) az
a Z-bol R-beli fiigguény, amelyre 14 (s) = 0,Vs £t  1yy(t) = 1, x(t) = 2
és 0-val a nullfigguényt jelojik. Az dsszes dltaldnositott szamok halmazdt
GNS-el jeloljiik (generalized number system).

A félreértések elkeriilése végett a tovabbiakban a GNS-beli szamokat
vastagitottan, mig a valos szamokat normalisan irjuk.
Most értelmezhetiink miiveleteket az igy megkonstrualt halmazon.

2. Ertelmezés. (Wang, [3])

1. Osszeadds és kivonds:

r,yc GNS= z+y= Z[x(t) + y(t)] 1,

teZ



2. Rendezési relacio:
x<y<= Jko€Z:x(t) = y(t),t < ky, x(ko) < y(ko)

A fennt értelmezett rendezési reldciot kovetden gondolhatunk a GINS-
re, mint kiilonkozd szintekkel rendelkezd szamok rendszerére. Ilyen érte-
lemben az 1; fiigguényt a t-edik szint ,eqységelemének” tekinthetjiik.

3. Skaldrral valo szorzds:

Legyenek ceR,xe€ GNS — cx = Zcx(t) 1,
t

4. Szorzds:

Legyenek z,y€ GNS = zy = Z Z [x(m)y(n)] 1,

t n+m=t
Sajdtosan 1;1, = 1,,,.
5. Osztds:

Legyenek x,y€ GNS = ha dze GNS: yz==x

ekkor a z dltalanositott szamot az x és y osztdst hanyadosanak nevezzik
és g—j -al jeléljiik.

1. Tétel. (Wang, [3]) Ha y # 0 = >, 01,, akkor az %3 hdnyados mindig
egyértelmien létezik.

2. Tétel. (Wang, [3]) Bdrmely x € GNS, melyre x(k(x)) > 0 és k(x)
pdros, egyértelmien létezik y* = yy = . Ext az dltaldlositott y-t az x né-
gyzetgyokének nevezziik, és /x-el jeloljiik.

3. Tétel. (Wang, [3]) Barmely n > 2 természetes szamra és barmely olyan
x € GNS-re, melyre k(x) tobbszordse n-nek,

1. Ha n pdros es x(k(x)) > 0, akkor egyértelmien létezik y € GNS gy,
hogy

n—szer

2. Ha n pdratlan, akkor egyértelmiien létezik y € GINS gy, hogy y" = .



Az 1) és 2)-ben értelmezett dltaldnositott y-t az © n-edrendd gyokének nevez-
ziik, és Uz — el vagy xn -el jeldljiik.

Az fennti konstrukciok alapjan kijelenthetiink egy nagyon fontos tételt:

4. Tétel. (Wang, [3]) (GNS,+, -, <) egy rendezett nem-Arkhimédészi testet
alkot.

1. Megjegyzés. A fenntebb kijelentett tételek bizonyitdsa az értelmezések
alapjdn torténik és ezek elementdris bizonyitdsok. Részletek megtaldlhatoak
[3]-ban. A tovdbbiakban is csak azon bizonyitdsokat adjuk meg, amelyek nem
azonnaliak, esetleg mdsképp torténnek, mint [3]-ban.

3. Ertelmezés. (Wang, [3]) Ha I, = {x = x1;, : * € R} és k és h olyan
egész szamok, amelyek teljesitik k > h-t, akkor az I,-beli dltaldnositott szd-
mok elenyészok”, az I.-beliekhez viszonyitva; forditva, nemnulla dltaldnosi-
tott szamok I .-ban wégtelenek” az I -beliekhez viszonyitva.

5. Tétel. (Wang, [3]) Legyenek x,y € GNS: x+# 0+# y. Ekkor
1. k(z+ y) > min{k(z), k(y)}

3. k(%) = k(2) — k(y)

2.1. Folytonossag

4. Ertelmezés. (Wang, [3]) Legyen E C GNS és f: E — GNS fiiggvény.
Legyenek xy € E és m,n € Z. Ha Ve > 0 valds szdmra 36 = 6(g) > 0 gy,
hogy Ve € £

ko—a) =m |(2— @)l <6

maga utdn vonja, hogy
k() — flao)) = n [(f@) — flwo))n| <€
akkor azt mondjuk, hogy f ,ldtszdlagos-(m,n) folytonos” xy-ban.

6. Tétel. (Wang, [3]) Ha f és g ldtszdlagos-(m,n) folytonosak az xy pontban,
akkor f+g, illetve f-g fiigguények is ldtszdlagos-(m,n) folytonosak az xo-ban.

7. Tétel. (Wang, [3]) Legyenek f és g figguények ldtszélagos-(m,ny), illetve
ldtszolagos-(m, ng) folyonosak az xy-ban. Ekkor:
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1. fg ldtszolagos-(m,n) folytonos az xy-ban, ahol n = min{k(flxy)) +
na,n1 + k(g(a))}

2. ha ny = k(g(x)) és g(xy) # 0, akkor g latszolagos-(m,n) folyonos
Zo-ban, ahol n = min{n; — ng, k(flxy)) — na}.

2.2. Differencialszamitas

5. Ertelmezés. (Wang, [3]) Legyen S € R tigy, hogy m,n € Z-re, Ve > 0
valds szamra 36 = §(g) > 0 dgy, hogy

k(x—xo) =m [(x—xp)m| <9

maga utdn vonja, hogy

k(flx) — flao)) = n

(flz) — f(a0))n
(T— 2)m
Ekkor az S1,,_,, dltaldnositott szdimot az f (m,n)-derivdltjanak nevezzik az
To-ban
Ebben az esetben f (m,n)-differenzidlhatd xo-ban és a derivdltat a kévet-
kezd képpen jeloljiik:

és

- Sl <e

Pl (20) = dfle) . f2) — flz)

= Slnfm
d,,z (mn)T—Ty T — Xy

Nyilvanvald, hogy a (0,0)-derivdltja az f-nek a kézonséges valds fiigguény
derwdltja.

Kijelenthetiink egy nagyon fontos tételt.

8. Tétel. (Wang, [3]) Ha f: GNS — GNS (m,n)-differencidlhato az x
pontban, akkor ldtszélagos-(m,n) folytonos is ebben a pontban.

Bizonyités:

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy f ldtszolagos-(m,n) folytonos az adott
pontban igazolni kell, hogy Ve >0 30 = d(e) > 0 ugy, hogy ha

k(x—axp)=m |[(x—xp)m| <0
= k(@) — flzo)) = n,  [(Az) — flao))n] <€
f (m,n)-diff. xp = IS € R: Ve > 0,30 =d0(¢) >0 Ve GNS

— k(z—m) =m, |(T— To)m| <0 < mm{mg}

7



= |(f(z) — flaw))n] < (e +[SDI(@ = 20)m| = &l (T — T0)m| + |S]|(z — @0)m|
g2 £ e €
<5+|S’m<§+§:€
Tehdat a kért kijelentés igazolva van. Még csak eqy annyi észrevételink
van, hogy a bizonyitdsban felhaszndltuk, hogy az epszilon szam annyira kicsi,
hogy kisebb, mint 1. De ezzel nem sértettiik meg az dltaldnossdgot.

|
9. Tétel. (Wang, [3])

1. Haf(z) = c€ GNS Vaoe GNS— I8 _ ¢ vze gNs
2. Hos>0€N ¢ésfle)=2o

— dnf(m) — S:L'S_l

d,,z m

ahol m=Fk(x) és n=sm.

10. Tétel. (Wang, [5]) Legyen ¢ € R konstans és léteznek f1{,, (@) €s
9 () (). Ekkor

1. (Cf(m))/(m,n) = cf/(m,n)<$)'

1. Példa. Legyen g : R — R wégtelenszer differencidlhato valds vdltozdji,
valds fiigguény gy, hogy {z € R : g(x) # 0} korldtos és [°°_g(t)dt = 1.
Legyen
Jog(a)1y, hax=(...,0,21,29,...)
g(z) = { 0, maskiilonben

Ebben az esetben az illetd x szintje 1.
Kénnyen beldthato, hogy a g : GNS — GNS (1,-1)-derivdltja

d_19(x) f d (@)1, hax=(...,0,21,29,...)
iz | 0 maskilonben



2. Megjegyzés. Konnyen beldthatd, hogy az (m,n)-differencidlhatdsdg ne-
hézségeket jelent a szorzat, illetve hdnyados (m,n)-differencidlhatdsdg megfo-
galmazdsdban, akdrcsak a ldtszélagos-(m,n) folytonossdg esetében, mint ldt-
tuk. Ezért és mds meggondoldsokbdl értelmezziik eqy kissé mdasképp a GNS-en
értelmezett fligguények differencidljat, ami lényegében ugymond dltaldnositott
fogalma lesz az (m,n)-differencidlnak.

6. Ertelmezés. (Wang, [3]) Ertekmezzik az © € GNS abszolit értékét:
|z| = max{z, —z}

7. Ertelmezés. (Wang, [3]) Legyen y = f(x) = (..., Yy Y0s -+ Yn» - - -)
eqy GINS-b61 GNS-beli fiiggvény. Ekkor minden konstans k € Z-re, y fiig-

guénye az x-nek. Akdr valds analizis esetében legyenek Ax és Ay az x, illetve
y novekményei gy, hogy

Axz=(...,(Ax);,...), Ay=(..,(Ay),...)

ahol (Ay); = (z+ Azx) — flx));, minden i € Z-re.

Legyen xy € GNS és legyen most Ay = flag + Azx) — flz).

Ha létezik eqy f'(xo)-val jeldlt dltaldnositott szam gy, hogy minden € > 0
dltaldnositott szdmra létezik 6 = 6(€) > 0 dltaldnositott szam, VAz € GNS,
ami teljesiti a |[Ax| < 0,

Ay
Ax

Ilyen értelemben az f'(xy) dltaldnositott szamot az y = flx) GNS-deri-
vdltjanak (vagy egyszeriien derivdltjanak) nevezzik az xy pontban.

A kovetkezd jelolésmodot hasznaljuk a derivéltra:

_ flmo + Az) — flm)
Az—-0AT  Az-.0 Az

x)| <€

3. Megjegyzés. llyen értelemben a hatarérték fogalma is dtértelmezddik egy
kicsit. Hasonld az értelmezésmdd a valds n-dimenzids analizisbeli értelmezés-

hez.

4. Megjegyzés. A derwdlt ilyenszerd értelmezése lényegében erds értelme-
2€s, érzékelteti azt a tényt, hogy dltaldnositott szamokon értelmezett fligguény
derwdltja dltaldnositott szdm.

Ez a tény dtletet adhat a folytonossdag fogalmdnak az dtértelmezésére is,
mert formailag, de értelmileg is sokkal jobban érzékelhetové teszi a fogal-
makat.



8. Ertelmezés. (Mészdros Alpdr Richdrd) Legyen E C GNS és f: E —
GNS figguény. Legyen xy € E. Ha Ye > 0 dltaldnositott szamra 36 = 0(€) >
0 dltaldnositott szam gy, hogy Y& € E esetén |x — xg| < 0 maga utdn
vonga, hogy |f(x)—fxo)| < €, akkor azt mondjuk, hogy f GNS-folytonos(vagy
egyszerien csak folytonos) az xy pontban.

2.3. Integralszamitas GNS-en

A GNS-en val6 integralszamitast a hagyomanyos Lebesgue-integral segit-
ségével tudjuk bevezetni.
Legyen f: GNS — GNS ¢s legyen £ = {x € GNS : f(z)| # 0}.
FEls¢ eset: Tegyiik fel, hogy Ve € E,z_,, = 0, Vm € N és y=f(x) =
(co s Yy s Y05« s Yn,--.), ahol altalaban y, = yp(x) fiiggvénye x,,,m €
NuU {0}.
Elsé lépés: Legyen H®) C R, amely teljesiti: ag € HO «— y_,, =
0,ha m > 0ésyy = yo(ap) fiiggvénye ap-nak, ahol y=f(x) = (..., Y—m, -+ Y0r -+, Yns - - -
haz=(...,0,a0,21,29,...) és z(k(x)) = ay. Ekkor legyen

(0)
©¢ y_ J volao), haao€H
Jao) { 00, maskilonben

Ha a valos értekd £ fiiggvény Lebesgue-integralhaté R-en, akkor R\ H(©)
Lebesgue-mértéke 0 és [, O (zq)dzy = al®.

n-edik 1épés: Ilyen értelemben megkonstrualtuk az osszes a(®, o™, ... a1V
szamokat.
Minden g, z1, ..., T,_1 megszerkesztjiik a H™ C R halmazokat ugy,

hogy a, € H™ <= y_,, =0,ha m > 06&sy_, = y_n(a,) fiiggvénye a,-nek,

aholy=f(x)= (..., y-my- - Y05+ Yn,---),haz= (..., 0,20, 21, ..., Tp_1,0n, Tpy1,---).
Ekkor legyen

(n) [ y_n(a,), haa, € H™
f )(&") { 0, maskiilonben
Ha a valos értéki f((:o) D) fiiggvény Lebesgue-integralhaté R-en, jeloljitk
az integralt o™ (xo, ..., z,_1)-el. Haa Y~ a(xg, ..., 2, 1) értelmes,
ami azt jelenti, hogy megszamlalhato sok 0 tag van és az Osszeg abszolit
konvergens, akkor jeloljiik ezt az Gsszeget a(™-el.

9. Ertelmezés. (Wang, (1985)) Ha a >_°°, a™ konvergens és egyenld a-
val, akkor az f(x) fligguényrdl azt mondjuk, hogy GNL-integrdlhato, és

(GNL) /GNSf(az)da: =a

10



Madsodik eset:

A fenntebb megadott E halmazt particionaljuk a kovetkezd képpen: E =
U{Ek : k € NU{0}}, ahol Ey, = {z € E : k(x) = —k}. Minden rogzitett
k € N-re képezziik a jobb-eltolasat az Ey-nak: E} = {x=a"1; : " € E}} és
a bal-eltolasat az f(x)-nek:

j(k)(ili) _ f(ml_k)l_k, ha x € EZ
0, méskiilonben

Most definidlunk egy 4j fiiggvényt £% : GNS — GNS,
j(O)(iE) _ { f($), ha x € E,

0, maskiilonben

Ha f% GNL-integralhato, akkor (GNL) JenNs 1O (z)dz=a,.
Most definidljuk az Ef = Ej1; = {x € GNS : z=21;,z € E;}. De
tudjuk, hogy Ve € Ef = k() = 0. Legyen most f!) : GNS — GNS,

F(z) = { f(x1_1)1_4, haxec Ef

0, maskiilonben

Ha ") GNL-integralhat6, akkor (GNL) JanNs fY(z)dx = a;. Altaldban
(GNL) [ang /P (z)dz = ay, ha f¥) GNL-integralhato.

10. Ertelmezés. (Wang, 1985) Ha Y, a; konvergens, akkor az f fiigguény
GNL-integralhato és

(GNL) /GNSf(a;)d:l: = Z ay

A megadott GNL-integralok mellé Wang bevezetette egy tugynevezett
G-integral fogalmat, amely lényegében egy partikularisabb esete a GNL-
integralnak, mert erésebb feltételeket koveteliink meg. A G-integréalok felépi-
tése teljesen analog modon torténik, a GNL-integralhoz hasonléan, annyit
koveteliink még meg, hogy azok az y;. valos értéki, valos fiiggvények legyenek
Lebesgue-integralhatoak, de formailag pont tgy szerkesztjiikk meg az f™ fiigg-
vényeket. Részletek megtalalhatoak [3]-ban.

Az aj-k bevezetése teljesen ugyanolyan, mint a GNL-integralok esetében.
Ekkor ha ezek adottak, helye van a kovetkez6 értelmezésnek.

11. Ertelmezés. (Wang, (1985)) Ha > .>°, a, konvergdl egy dltaldnositott
a szamhoz, akkor az f G-integrdlhato és

@) / S CEEY
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Megfogalmazhato a kovetkezs tétel, amely kapcsolatot teremt a GNL-
illetve G-integralok kozott:

11. Tétel. (Wang, [3]) Ha f: GNS — GNS GNL-integrdlhato, akkor
G-integralhato és

(GQ) /GNSf(:B)d:B = (GNL) /GNSf(:Iz)da:

5. Megjegyzés. A fennti értelmezés és tétel alapjan ldthatd, hogy a GNL-
integralhatosdg joval dltalanosabb fogalom, mint a G-integrdlhatosdg, ezért
is nem részleteztiik a G-integrdl precizebb bevezetését, és ami megtaldlhato
[3]-ban.

Wang tanulmamnyozta a hatarozatlan integral fogalmat is [3]-ban. Exzt
az értelmezést adjuk most meg.

12. Ertelmezés. (Wang, [3]) Legyen f: GNS — GNS. Tételezziik fel,
hogy létezik (GNL) [ansfx)dx és f(x) figguényérték csak az i) valds
vdltozotol fiigg. Ekkor az y = f(x) hatdrozatlan integrdlja a kovetkezd képpen
adhato meg:

. (GNL) [ans f(2)dz+
/ flz)dz = + > (R @) emy+i) I+, ha = (...,0,2kx), Tu(@)+1, - - -)
a (GNL) [gns f(2)dz ha x-re, Tyz)—1 > 0
0, maskiilonben

ahol a= (..., a_pm,...,00,...,Qy,...) rOg2itett és f: GNS — GNS és

}(z>_{f(z)7 a<z<cwx

0, mdskiilonben

2.4. Alkalmazasok

Az eddig bevezetett alapismeretek alapjan bemutatunk néhany alkalma-
zast, ezekkel is azt bizonyitva, hogy nagy gyakorlati jelent6séggel bir a GNS
szamtest.

Visszatériink a két emlitett klasszikus hipotézisre és megvizsgaljuk GNS
szamtestbeli megkozelitéssel.

1. Alkalmazas. (A foton nyugalmi tomege) A dolgozat elején bemutattunk
két hipotézist a modern fizikiban €és ezek ellentmonddsossdgdt. Ezen ellent-
monddsokat szeretnénk kikiiszdbolni GINS reprezentansokat alkalmazva.
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Legyenek my, m, v és c dltaldnositott szamok, a kovetkezd képpen:

my=(...,0,my,...), k(my) =1
m=(...,0,m,0,...),k(m) =0
v=1_(...,0,¢,0,09,v3,...),k(v) =0

ahol vo < 0 és ¢ az Einstein dltal bevezetett sebesség.
c-t m-hez hasonloan értelmezziik, ¢, m € I.
Ebben az esetben az Finstein dltal megadott képlet a kévetkezd formdt 6lti:

my

/U2
Iy— @

m =

A miveletek nyilvin a GINS-en értelmezett miveletek. Behelyettesitve az
értékeket és elvégezve a miveleteket a kévetkezokhoz jutunk:

v = Z Z v(i)v(§) 1, = (..., c*0,2cvy,2cvs,...), k(v) =0

t>0 i+j=t
v’ —U2
gz(7071)07202/07)7k<c2>20

,v2
:k<1 —g)zz
2

— 200 Z)) = o

llyen formdban a GINS-en értelmezett gyokvonds tételének kovetkeztében a

1y — %z mindig létezik és ennek a szamnak a mdsodik szinteni kompo-
nense mindig pozitiv a feltétel alapjdn, tehdat ebben az értelemben nincs el-
lentmondds. Ez nagyon érdekes, hogy ezen dltaldnositott szamok esetében mads

szinteken mdas jelenségek jatszodnak le.

2. Alkalmazas. (Egy j formdja a Dirac-féle § figgvénynek) A GNS-en
értelmezett integrdalszamitds segitségével eqy 1j reprezentdciot adhatunk a Di-
rac-féle § fiigguénynek és a felmerilt ellentmonddst is kikiiszobolhetjik ez dl-
tal.

Legyen f : R — R végtelenszer differencidlhatd figguény. Ertelmezziik
az t dltal indukdlt figguényt GNS-en.

f: GNS — GNS,

fia) = f I e i Tndn)

Igazolhato, hogy az igy definidalt f fiigguény GNL-integrdalhato.
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12. Tétel. (Wang, (1985)) Legyen f a fennt definidlt figgvény. Ekkor létezik
eqy g: GNS — GNS GNL-integrdlhato fliggvény gy, hogy

/ g @a(Eia =10

Partikularisan legyen g : R — R eqy korldtos végtelenszer differencidl-
hato figguény gy, hogy supp(g(x)) korldtos R-en és [, g(x)de = 1. Ekkor
megadhatjuk GNS-bol GINS-beli g fiigguény értelmezését.

foglx)1y, haz=(...,0,21,29,...)
g(x) = { 0, mdskiilonben

Az gy értelmezett g fligguény teljesiteni fogja a fentebbi integrdl dsszefliggést
és megfeleltethetd Dirac 0 fligguényének GINS-en.

Bizonyitds:
Legyenek ¢ és g a tételben értelmezett fiiggvények. Ekkor

F(x)g(x) = 4 20 (%f(n)(o)g(l’l)<2§:1 xmlm)n> 1.y, hax=(..,0,21,s,...)

0, maskiilonben

Nyilvan (f(x)g(x))-n = 0,Yn =0,1,... és [~ g(t)dt =1

— [ TO0EGRIx = 10) [ g(tyat = 100

—00

Ezzel a bizonyitas teljes.

3. Hatvanysorok GNS-en

Ahhoz, hogy hatvanysorokat tudjuk értelmezni, egy par alapvets fogalom
bevezetésére van sziikség.

3.1. Sorozatok, sorok GNS-en

13. Ertelmezés. ([4]) Legyen r € R adott. Ertelmezziik a kovetkezd félnor-
mdt:
I|-|lr: GNS — R ||z||, = sup{|x(k)| : k < r}
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6. Megjegyzés. A fent értelmezett félnorma rendelkezik a félnorma tulaj-
donsdagaival, amelyek hasonloak a norma tulajdonsdgaihoz, ez azonnali ezért
ezt most nem részletezziik.

14. Ertelmezés. (Regularitds), [{] Egy GNS-beli (s,) sorozat akkor és csak
akkor reguldris, ha AK € 7 egész konstans gy, hogy ¥n € N : k(s,) > K.

15. Ertelmezés. (Erds konvergencia), [4] Legyen (s,) eqy GNS-beli sorozat.
A sorozat akkor €s csak akkor konvergdl erdsen eqy s € GNS szimhoz, ha
Ve € GNS, €¢>0 dN €N dgy, hogy |s, —s| <e VYn>N.

7. Megjegyzés. A tovdbbiakban az x dltaldnositott szam i-edik szinten levd
elemét x(1)-vel jeloljik, z;-vel az (x,) dltaldnositott szamsorozat i-edik tagjdt,
a félreértések elkeriilése végett.

16. Ertelmezés. (Gyenge konvergencia), [4] Egy (s,) GINS-beli sorozat ak-
kor és csak akkor konvergdl gyengén GNS-ben, ha ds € GNS gy, hogy
Ve > 0 valds szamra AN € N:

l|8m — 8ll1e <&, ¥Ym >N

8. Megjegyzés. Mint minden metrikus térben, GINS-ben is a sorozatok ha-
tarértéke eqyértelmd. Itt is beszélhetiik Cauchy-sorozatrol, sét gyenge Cauchy-
sorozatrol és metrikus terekhez hasonloan haszndlhatunk fogalmakat. Ezen fo-
galmak bevezetését és tisztazasdt melldzziik; ezek analog megfogalmazdsa meg-

taldlhato [4]-ben.

9. Megjegyzés. Elmondhato, hogy mdr a GINS-beli szamok értelmezésében
haszndltuk a formdlis hatvdnysor fogalmdt.

Bevezethetjiik, a Levi-Civita testen értelmezett sorok mintajara a GNS-
en értelmezett sorokat és hatvanysorokat|4][5].

3.2. Hatvanysorok

13. Tétel. (Erds konvergencia hatvdinysorokra, [4]) Legyen (a,) eqy GNS-
beli sorozat és legyen
k —k
ko = —lirninfM = limsupﬂ eR
n—oo M n—oo n

Legyenek toviabbd xy € GINS rogzitett és x € GNS adott. Ekkor a )", a,(x—
xo)" hatvdanysor erdsen konvergal GNS-ben, ha k(x— xy) > ko, mdskilonben
ha k(z— ) < ko vagy k(x—x) = ko €s 7k(na”)
a hatvdnsor erdsen divergdl.

> kg végtelen sok n-re, akkor
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10. Megjegyzés. Mig a hatvanysorok erds konvergencidja ugymond ,,670k-
l6dik” a Levi-Civita szdmtesttdl, addig a gyenge konvergencidndl plusz felté-
teleket kell megadni, nem vehetd dt abban a formdaban.

Annak érdekében, hogy transzcendes fiigguényeket, mint példdul szinusz,
koszinusz, exponencidlis fiigguény, stb. tudjunk értelmezni GINS-en, illetve,
hogy be tudjuk vezetni az analitikus fiigguény fogalmadt, sziikségiink van a
gyenge konvergencia megaddsdra, vagy mdsik lehetdségiink az, hogy az erds
konvergencia segitségével értelmezziik mindezeket, figgetlenil a [4]-beli értel-
mezésektol.

11. Megjegyzés. Az eldz6 megjegyzésiink valoban helyénvald és nagyon kin-
nyen beldthatd, hogy transzcendens fligguvényeket nem tudunk megadni a hat-
vanysorok erds konvergencidja segitségével, mert mint ahogy majd ldatni fogjuk
ezen fligguények lényegében valos egyiitthatoji hatvanysorok lesznek, ezekre
viszont nem lesz alkalmazhato az erds konvergencia tétel.

14. Tétel. (Gyenge konvergencia hatvinysorokra)(Mészdros Alpdr Richdrd)
Legyen (a,,) eqy GNS-beli sorozat és legyen

ko = — | liminf M} = [hmsup M] S/
n—00 n n—00 n

Legyenek tovabbd xy € GINS rigzitett és x € GNS adott gy, hogy k(x—xy) =

ko. Minden n > 0 természetes szamra legyen b, = a,, 1,,,. Tételezzik fel, hogy

a (by,) sorozat requldris és k(b,) = ki) €s ki) < kim), ha i(n) < i(m),

i(n),i(m) € N indexek, kiu), kim)y € Z. Minden n-re b, = Z‘;‘;l b (k;) 1.

Legyen

1
"= sup{limsup,,_, . |bn(k;)[/»: j > 1}
Ekkor a Y7 an(x — x9)" abszolit gyengén konvergdl a GNS-ben, ha |(x—

xo)(ko)| < r, ellenkezd esetben a hatvanysor gyengén divergens.
Megjegyzés: [z]-el az x valds szam egész részét jeliltiik.

Bizonyitds:
Legyen y = 1_,(x — X¢)

—k(b,
= k(y) =0 = | limsup L], a,(x —x0)" =b,y", Yn>0
n—oo n
Az altalanossag megsértése nélkiil vehetjiik, hogy xo = 0; kg = 0 = k(x)
és b, =a,, Vn>0.
Legyen X = R(x), ekkor X # 0. Elészor vegyiik, hogy |X|<r.
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Elsg allitas: Minden j > 1 igaz, hogy > - a,(k;) X" konvergal R-ben.
Az allitas bizonyitésa: | X| < r = ﬁ > sup{limsup,,_,. |a,(k;)[*/™ :
j =1k
1

lim sup,, o, [an (k;) [V

Innen kovetkezik, hogy > 7 a,(k;) X" konvergens R — ben  Vj > 1.

Masodik allitas: Minden j > 1 esetén a y - a,(k;)x™ konvergens GNS-
ben.

Az allitas bizonyitésa:

Legyen j > 1 rogzitett. Minden n-re, legyen A, (x) = > a;(k;)x".
Tehat azt kell belatni, hogy az (A, (X))n>0 gyenge konvergens. Konnyen
belathat6, hogy igazolni kell, hogy a (A, (x)(t)) sorozat konvergens GINS-
ben, minden ¢ € Z-re.

Legyen s=x-X. Ha s=0, akkor megvagyunk, tehat feltételezzii, hogy s #
0. Legyen t € 7Z adott és valasszunk egy m € N-et ugy, hogy mk(s) > t.
Ekkor ha kifejtjiik az (X + s)"-t, a t-edik szinten azt kapjuk, hogy:

= |X| <

Vji>1

(0910 = (s

min{m,n} ol
l n—l :
- 0P G
2, s (n — !
=0

Az utolso dsszefiiggésben azt a tényt hasznaltuk, hogy s! igymond , eltiinik”
a t-edik szinten, ha [ > m. Tehat tovabb folytathatjuk, ha vy > v > m :

8, (k) (X +9)"(8)] = 3 lan(ky)

min{m,n}

n! B
2, s TR |

v2

n=v1 n=vi =0
Z Z |a, (k;)||s' (¢ m’)ﬂ
n=v1 (=0
Xm l v2
(Z [N

A jobb Osszeg csak tiszta valos tagokat tartalmaz. Ha |X| < r, a sor
konvergens; az n™ szorzétényezd nem befolyésolja a konvergenciat, mert
lim,,_.o /7™ = 1. A bal Gsszeg viszont nem fiigg a v-t6l, ezért kapjuk az
abszolit konvergenciat ¢t-ben. Ezzel bizonyitottuk az allitast.

Harmadik allitas: >~ a,x™ gyengén konvergens GNS-ben.
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Az allitas bizonyitésa:

Felhasznaljuk a masodik allitasunkat, hogy >~ a,(k;)x™ konvergens
GNS-ben, minden j > l-re. Minden j-re legyen f;(x) = >~ a,(k;)x",
ekkor k(f;j(x)) >0 Vj>1.

Ekkor a Z;’il 1, f;(x)-ben sor gyengén konvergens GINS-ben. Most legyen
t € Z adott. Biztos létezik m € N agy, hogy k; >t Vj > m. Ekkor

(2 1060)0 =090 =3 (3 tusooe)

j=1 7=1 7j=1 t1+ta=t

e}

:Zm:( oo, fj(x)(tz)) = j > 1kj<t1)< Oan(kj)x”) (t2)

J=1 Ny o=t =1 tfta=t n=
ST 1) S k) (1) = fjianu@)( S 1, () (0)
=1ttt n=0 n=0 j—1 t1 o=t
. i f;anac]) (Z 1 (0)'()) = fj f;amj)(lk]x”)(t)
= <§§;an(kj)1ijn) (t) = (2 (ian%)lk])x") (1)
_ (ioax) (t)

Ezigaz Vt € Z-re. Tehat a )  a,x" gyengén konvergél a Zj’;l 1y, f5(x)
felé.

Még csak annyit kell megjegyezni a bizonyitas teljességéhez, hogy ha
| X| > r, akkor ezzel a gondoltamenettel, méar az elsg allitasnal ellentmondés
kovetkezik be, tehat ebben az esetben a hatvanysorunk gyengén divergens.

|
12. Megjegyzés. Ez a tétel roppant fontos annak érdekében, hogy valds

eqyitthatos GINS-beli hatvdnysorokat tudjunk bevezetni, mert ezek konver-
gencidjdt csak a gyenge konvergencia segitségével tudjuk megadns.
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3.3. Transzcendes fiiggvények

Egyértelmt, hogy a kdvetkezs valos egyiitthatos GINS-beli hatvanysorok
abszolut gyengén konvergensek GNS-ben minden x € GNS, amelyek ab-
szolut értéke legtobb véges.

o0 <™ 0 2n o0 . 2n+1 0 x 2n 0 2n+1
nzgﬁ’ nz 2(_ A @2n+1)! nz Z (2n +1)!

17. Ertelmezés. (Transzcendens fiigguények)

T _ — 2"
=
n=0
oo an
cos T = Z(—l)"—
— (2n)!
' e . m2n+1
SIn & = Z(—l) m
n=0
oo .’L’Qn
cosh x = Z —
“— (2n)!
. 0 :B2n+1
sinh = Z m
n=0

13. Megjegyzés. A fenti transzcendens fligguényekre érvényesek a komplex,
vagy akdr a valos analizisbeli formuldk. Példdul a trigonometrikus fiigguényekre
az 0sszeq, az exponencidlisra a szorzat, stb. Ezek szintén analdg mddon meg-

taldlhatoak af4[-ban.

3.4. A folytonossag és differencialhatésiag mas formai
GNS-en

A folytonosséagot, illetve differencialhatosagot megadtuk mar egy el6z6
fejezetben. Ezekre szeretnénk most visszatérni és picitt jobb megfogalmazas-
ban bemutatni.

18. Ertelmezés. Legyen a,bc€ GNS: a < b. Ekkor értelmezziik az [a,b],
(a,b) zdrt, illetve nyilt dltaldnositott intervallumokat GINS-ben:

a,b] ={x € GNS:a<z<b, wvagyr=a, wvagyz= b};

(a,b) ={xe GNS:a< x< b}
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19. Ertelmezés. (/4]) Legyen a<b dltaldnositott szdmok. f: [a, b] — GNS.
Azt mondjuk, hogy f akkor és csak akkor folytonos [a,b]-n ha AM € GNS
ugynevezett Lipschitz konstansa az f-nek a megadott intervallumon gy, hogy:

20. Ertelmezés. (/4]) Legyenck a<b dltalinositott szimok. f : (a, b) —
GNS. Azt mondjuk, hogy f akkor és csak akkor differencidlhato a megadott
intervallumon, ha létezik egy figgvény, f' : (a,b) — GNS, tgynevezett
deriwdltja az f-nek a megadott intervallumon gy, hogy YV € (a,b) a Fy g :

(a,b) — GNS, /4]

F1a::{ ﬁy&:];(x)’ y#e
’ f'(=), =y

derwdltfiigguény folytonos legyen a megadott intervallumon.

21. Ertelmezés. (/4]) Legyenck a<b dltalinositott szimok. f : (a, b) —
GNS. Legyen n > 2 egész szam. Bevezetyik az n-szeres differencidlhatosdg
fogalmdt az f-nek a megadott intervallumon indukcioval: ha meguan a f-nek
(n-1)-edrendd derivdltja az intervallumon, akkor azt mondjuk, hogy f akkor és
csak akkor n-szeresen differencidlhato a megadott intervallumon, ha az (n-1)-
edrendi derwaltfigguény, F,_ x differencidlhato a megadott intervallumon.

Ekkor a
J'(n)(w) =n!F %—17:1:(-’3)

szamot az f n-edrendd derivdltjanak nevezziik az x-ben.

4. GNS-analitikus fiiggvények

22. Ertelmezés. ([4/) Legyenck a<b dltaldnositott szimok, f : [a, b] —
GNS. Azt mondjuk, hogy az f hatvdnysorba fejthetd vagy GINS-analitikus a
megadott intervallumon, ha Vx € |a, b] létezik 6 > 0 dltaldnositott szam és
létezik egy (an(x)) requldris sorozat GINS-ben gy, hogy gyenge konvergencia
alatt fly) = > 7, an(x)(y — )", barmely y € (x —d,z+ ) N [a, b].

Egy nagyon fontos tételt jelenthetiink ki.

15. Tétel. ([4]) Legyen f : [a,b] — GNS, GNS-analitikus figgvény a
megadott intervallumon. Ekkor f végtelen sokszor differencidlhato az [a,b]-on.
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S6t, ha flx) = > 7 an(x — x)", akkor a megfeled egyiitthatok a kovetkezd
formdban irhatok: .
7 ()

T

Bizonyitds:
A bizonyitas azonnali az értelmezések alapjan és 6tletben hasonlit a valos-
vagy komplex analizisbeli bizonyitéshoz.

14. Megjegyzés. A fenti tétel kévetkezménye a Taylor-féle tétel.

5. Differencialegyenletek a GNS szamtesten

5.1. Sajatos GNS-analitikus fiiggvények derivaltja

Mivel a GNS nem-arkhimédészi testen jol értelmeztiik a folytonossa-
got, differencialhatoségot, integralhatosidgot és ezek eléggé erds feltételek,
van értelme, hogy differencialegyenleteket értelmezziink, adjunk meg.

El6szor is par alapvets fogalmat tisztazunk az analitikus fiiggvények dif-
ferencialhaosagaval kapcsolatosan.

A 9., 10. Tetelek, altalanositasaval a 19., 20., 21. Ertelmezésekre megfo-
galmazhatjuk a kovetkezé lemmét:

1. Lemma. (Mészdiros Alpdr Richdrd)

1. Ha eqy GNS-b6l GNS-beli fiigguény konstans, akkor differencidlhaté(GNS
értelemben). Eqy x-b6l GNS-beli figguény derivdltja GNS-en akkor és
csak akkor 0, ha konstans.

2. Legyen f: GNS — GNS, flx)y =", neN
— f'(z) =na"!, Vzec GNS
Bizonyitds:

A bizonyitas nyilvanval6 az emlitett tételek altalanositésaval, illetve a
megadott értelmezések alapjan.

A 15. Tétel alapjan minden GNS-analitikus fiiggvény végtelen sokszor
differencialhato. Megfogalmazhat6 a kovetkez6 nagyon fontos tétel a fentebb
bevezetett transzcendes fiiggvények derivaltjaival kapcsolatosan.
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16. Tétel. (Mészdros Alpdr Richdrd)

1. (e?Y =€ Vxe GNS

2. (sinx)' =cosz, Ve GNS

3. (cosx) = —sinz, Vxe GNS

4. (sinhx)’ = coshz, Vre GNS

5. (coshz) =sinhz, Ve GNS
Bizonyitds:

A bizonyitas minden pont esetében hasonlo képpen torténik, ezért csak a
méasodik pontot igazoljuk, a tobbi hasonldéan torténik.

Mivel sin x fiiggvény analitikus GINS-en, ezért hatvanysorba fejthetd, de
ezt mar megtettiik a transzcendes fliggvények értelmezésében.

sinx = Zfzo(—l)”%. Mivel a hatvanysor derivalhato GNS-en, kon-

/
. , o0 n 2n+1 o' n 2n
nyen igazolhato, hogy (ano(_l) ()2(n—++1)v> =3 (=1)"(2n+ 1)% -

2n
= Zfzo(—l)"% = COS X.

Ebben a bizonyitasban felhasznaltuk az el6bbi lemmat, ugyanis a hatvanysor
minden tagja hatvanyfiiggvény és el6bbi tétel alapjan lattuk, hogy Osszeg
derivaltja a derivaltak Osszege, igy tagonként derivaltunk, majd Osszegeztiik
ezeket.

5.2. Kozonséges differencidlegyenletek GNS-en

Ennyi alapismeret birtokdban most mar tgymond készen allunk arra,
hogy differencidlegyenleteket értelmezziink, ezek megoldasainak létezését vizs-
galjuk.

23. Ertelmezés. Egy olyan egyenletet, amely valamely ismeretlen GINS vdl-
tozds GINS-beli fiigguényt és annak bizonyos rendd derivdltjait tartalmazza,
differencidl eqyenletnek neveziink.

15. Megjegyzés. Ez az értelmezés intuitivan hasonlit a valos differencidle-
gyenletek értelmezéséhez, mégis teljes mértékben mds.

16. Megjegyzés. A tovdbbiakban a GINS-beli fiigguényeket y-al, a fliigguények
vdltozoit x-el fogjuk jelolni, hiek maradvdn a valdsbeli jelélésmaodhoz.
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5.3. GNS-analitikus megoldasok létezése

A tovabbiakban olyan egyenleteket vizsgalunk, amelyeknek megoldasai
GNS-analitikus fiiggvények.

2. Példa. Legyen a kovetkezd egyenlet:
Yy +y=20
ahol y GNS-analitikus. Hatdrozzuk meg az dltaldnos megolddsdt!

Megoldds:

Yy = 0o CX", mert y GNS-analitikus.

— y” = > >, n(n — 1)c,x" 2. Helyettesitve n-t (n+2)-vel azt kapjuk,
hogy

y' =3 o(n+2)(n+1)c,42x™. Ekkor dsszegezve y-t és y”-t azt kapjuk,
hogy > 0% J[cn + (n 4+ 2)(n + 1)c,40]x™ = 0. A jobboldalon a 0 hatvanysor
van, ezért a baloldalon minden egyiitthato O kell legyen. Innen a kovetkezs
rekurzios képlethez jutunk:

(n+2)(n+ 1)chie + ¢, =0, Vn >0 esetén. Megjegyezhetjiik, hogy az
egyiitthatok lehetnek altalanositott szamok is, s6t, de most az atlathatosag
kedvéért valos szamokkal dolgozunk, de teljesen mindegy.

Mivel masodrendii egyenletiink van, ezért elvarnank, hogy két konstanstol
fliggjon, de ez igy is lesz, mert a rekurzids Osszefliggés is masodrendtd, a
megoldasdhoz két tagot kell ismerjiink, feltételezziik, hogy ezek: ¢ és c¢;.

Ha elvégezziik a szamitasokat azt kapjuk, hogy cop = (—l)k(;lg i, illetve

Cokt1 = (—1)'“%. Ezeket visszahelyettesitve a kévetkezst kapjuk:

[e.9]

[o¢]
k CO 2%k 2k+1
Y= 2% 1 +;% 2k+UX

Ha megfigyeljiik az igy kapott fliggvény a kovetkezd forméban irhato:

Y = CgCOSX + c1 Siny

Ez nyilvan j6, mert valos esetben ez a megoldés.
De
Y = CpCOsX + €1 siny

ez a valodi megoldas.

17. Tétel. (Mészdros Alpdr Richdrd) Barmely GNS-en értelmezett n-edrendi
linedris dllando egyiitthatos homogén differencidlegyenletnek van GINS-analitikus
megolddsa.
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Bizonyitds:

Valos szamtesten értelmezett hasonlo egyenletnek tudjuk, hogy van megoldasa
az adott értelmezési intervallumon. Monst vizsgalnunk kell ezt az egyenletet
GNS-en. Legyen az egyenletiink a kévetkezs:

Lly] = any(n) + anfly(nil) +...+ay=0

Feltételezziik, hogy y = > -, c,x¥ alaki és igazoljuk, hogy megszerkesz-
thetSek az egyiitthatok ugy, hogy L]y| = 0 igaz kijelentés legyen.

y legaldbb n-szer differencidlhaté kell legyen, ez nyilvanvalo, most felirjuk
a derivaltakat a hatvanysor derivilasa segitségével, majd ezeket Osszegezziik.

yP(x) =Y k(k—1)...(k—p+ ex"7
k=p
yPx) =) (k+p)(k+p—1)...(k+1cp,x*
k=0
y P (x Z Ckﬂ?xk

Ezekben az esetekben minden 0 < p < n-re igaz.

> k+n)! k+n—1)! k!
- Z <an%ck+n + an—l%ck—kn—l +...+ aOECk>X =0

Mivel az egyenlet n-edrendti, n darab konstanst megadva tekintiik ahhoz,
hogy fel tudjuk irni az altalanos megoldasat az egyenletnek ennyi darab kon-
stansra van sziikségiink. Legyenek ezek a cg,cy,...,c,_1. Ezek segitségével
kell meghatarozzuk a hatvanysor tobbi egyiitthatojat. Ezeket meghatarozhatjuk
a kovetkezs rekurzids Osszefiiggésbdl:

an(k+n)lcgrn + ... +agklc, =0

Ezek egyértelmiien meghatarozhatok az a;-k fiiggvényében, ha nem 0-k ezek.
Ha netaldn valamelyik 0, akkor méas c;-t tekintiink adottnak.
Tehat az igy képzett y megoldésa lesz az L[y|=0 egyenletnek.

Az el6z6 tétel kovetkezményeként kijelenthetiink két altalanosabb tételt.
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18. Tétel. (Mészdros Alpdr Richdrd) Legyen

Lly = a,y™ + a1y + .+ agy = flz)

eqy GNS-beli n-edrendi linedris inhomogén egyenlet. Lly|/=f(x)-nek akkor és
csak akkor van GINS-analitikus megolddsa, ha f GNS-analitikus a létezési
halmazan.

Bizonyitds:

A tétel bizonyitasa teljesen analég modon torténik, mint a 17. Tétel es-
etében. Ez a tétel lényegében az emlitett tétel altalanosabb megfogalmazasa.
A bizonyitas menetében az a kiilonbség, hogy amikor a hatvanysor egyiit-
thatoit hatdrozzuk meg, a jobboldalon nem a nulla hatvanysor lesz, hanem
egy nem trivalis hatvanysor. Itt a megfelel§ tagok egyiitthatoja kell mege-
gyezzen, ezekbdl az 0sszefliggésekbdl tudjuk meghatéarozni a c; egyiitthatokat.

|
19. Tétel. (Mészdros Alpdr Richdrd) Legyen

Lly] = an(@)y™ + a1 ()Y + ...+ ao(2)y = flz)

eqy GINS-beli n-edrendi linedris inhomogén egyenlet, ahol ag, . .., a, GNS-
beli figgvények. Az Lly|=f(x)-nek akkor és csak akkor van GNS-analitikus
megolddsa, ha f GNS-analitikus a létezési halmazdn és az egyiitthato fiig-
guények GINS-beli polinomfiigguények.

Bizonyitds:
A tétel bizonyitasa azonnali az el6zd két tétel alkalmazasaval.

17. Megjegyzés. Ha bevezetnénk a GNS x GNS,..., GNS" halmazokat,
értelmezhetnénk akdr tébbuvdltozos figguényeket dltaldnositott szamokon és
megadhatndank példdul az dltaldnositott hatvanysorok fogalmdt is ilyen értelem-
ben, illetve az ilyen értelemben vett analitikus fiigguények fogalmdt. De ezen
strukturdk tulajdonsdgainak vizsgdlatat talan melldzzik ezennel. Csak azért
tértink ki erre, mert ilyen értelemben megfogalmazhatjuk a kovetkezd sejtést:

20. Tétel. (Cauchy-Lindeldff) Legyen a kovetkezd Cauchy-feladat:
{yzﬂ%w
y(zo) = a

ahol I€ GNS és ) € GNS".

Ha f: IxQ — GNS" analitikus az I x Q-n, akkor ¥(xzy,a) € I x Q
esetén a fennti Cauchy-feladatnak egyetlen telitett megolddsa létezik, amely
analitikus a létezési halmazdn.
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5.4. A GNS-beli Bessel-fiiggvény

A valos széamok halmazan tanulmanyozott kézonséges differencialegyen-
letek egyik nagyon lényeges egyenlete az tigynevezett Bessel-egyenlet. Ezen
egyenlet megoldéasainak, az ugynevezett elsérendt, illetve masodrendti Bessel-
fliggvényeknek nagyon jelentds szerepiik van a matematika szamos teriiletén.
Ezen fiiggvényeket probaljuk megadni GNS reprezentacioban.

ElsGsorban az elsérendi fiiggvénnyel foglalkozunk a tovabbiakban.

24. Ertelmezés. (Mészdros Alpdr Richdrd) Legyen J,,(x) a kovetkezd hatvdnysor:

Jn(z) = W:i;o % (;) 2m+n

Ez a hatvdanysor nyilvdn konvergens gyenge értelemben eqy adott konvergencia
sugdrral. Ezt a hatvdinysort GINS-beli Bessel-fiigguvénynek nevezzik.

25. Ertelmezés. (Mésziros Alpdr Richdrd) Legyen a kévetkezd differencidl-
egyenlet GNS-en:
2y +xy + (2 —n*)y=0

ahol n nem negativ egész szam.

Konnyen beldthato, hogy a fenntebb értelmezett Bessel-fligguény megolddsa
az adott egyenletnek. Ezt az eqgyenletet GINS-en értelmezett Bessel-egyenletnek
nevezzik.

Végszoként megjegyezendd, hogy az ilyen értelemben vett Bessel-fliggvény,
illetve egyenlet formailag teljesen azonos a valosbelivel, mégis ennek ellenére
teljesen mas tartalmat takar.

Tovabbi kutatésok céljaként kittizheté a 17. Megjegyzésben megfogal-
mazott strukturak vizsgalata, a Cauchy-Lindeloff egyenlet GNS-beli kiter-
jesztése és mas valosbeli differencialegyenletek vizsgalata a GINS testen.

Jelentds szerepe van az elsd és masodrendi Bessel-fiiggvények tanulmany-
ozasanak, tulajdonsigaik vizsglatanak.
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