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Kivonat

A dolgozatban a Levi-Civita szamtesten értelmezett differenciale-
gyenletek, egyenletrendszerek megoldasahoz sziikséges eszkozoket te-
remtjiik meg. Matrix exponenseket értelmeziink, majd egy 1j flige-
vényosztilyt adunk meg, mely altal reprezentalni tudjuk a linearis
egyenletek nem analitikus megoldésait, ez altal teljessé téve a linearis
differencidlegyenletek, egyenletrendszerek megoldésainak terét, a klasz-
szikus analitikus megoldasok mellett.

A tovabbiakban ezen eredményt felhasznaljuk Bessel tipusiu spe-
cidlis fliggvények értelmezéséhez, valamint tulajdonsigainak vizsgéla-
tdhoz a Levi-Civita szamtesten.

Annak érdekében, hogy a klasszikus Bessel fliggvények tulajdonsa-
gait a lehets legnagyobb mértékben kiterjeszteni tudjuk a Levi-Civita
szamtestre, a Baricz Arpad! altal tanulméanyozott altalanositott elss-
faju Bessel fliggvények tulajdonsagait probaljuk tanulméanyozni, illetve
integral reprezentaciot adunk rajuk ezen a szémtesten.

Kulcsszavak: Levi-Civita szamtest, matrix exponensek, nem anal-
itikus megoldasok, Bessel tipusu specialis fiiggvények, altalanositott
els6faju Bessel fliggvények
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1. Bevezetés

1.1. A Levi-Civita szamtest fontossaga

A Levi-Civita szamtestnek nagyon nagy jelentGsége van tobbek kozott
valos fliggvények magasabbrendd derivaltjainak a numerikus meghatéaroza-
saban, ODE-k és PDE-k numerikus megoldasaban. A hatékony numerikus
differencialdsnak nagy fontontossédga van olyan fizikai és mérndki elméletek-
ben, mint a perturbéciok, vagy aberraciok elmélete. Annak ellenére, hogy
tudjuk, hogy egy bizonyos fiiggvénynek létezik egy bizonyos pontban valami-
lyen magasabb rendi derivéltja, a legtobb esetben a numerikus modszerek
¢s6d6t mondanak, mivel a hiba nagyon nagy lesz. Gyakran mar harmad, ne-
gyedrendd derivaltak esetén a hiba akkora lehet, hogy az eredmény hasznal-
hatatlan.

Az alkalmazasok elméleti hattere nagy részletességgel olvashato ([1])-ben
a 7. Fejezetben, ahol a szerz§ alapos betekintést nyujt a komputacionélis
fiiggvények elméletébe.

Ezen problémak és mas problémék megoldasara adtak valaszt Matrin
Berz? és kutatotarsai, amikor is a Levi-Civita szamtestet hasznaltak nu-
merikus modszerek implementélasdhoz.

1.2. COSY INFINITY

A COSY INFINITY rendszert a fent emlitett Martin Berz és kutato térsai
alkottak meg. Ezen rendszer miikodése a Levi-Civita szdmtest tulajdondgain
alapszik.([4])

Mi is valojaban a COSY INFINITY? Egy rendszer a modern tudoméanyos
szamitastechnika szédmos haladé szintd fogalménak hasznalatara. A COSY
rendszer a kovetkez6 részekbdl tevédik Ossze:

e Magasan optimalizalt adattipusok gytjteménye. Kiilondsebben:

- A differencial algebrai tipusok magasrendii ODE-k, Folyamok, PDE-k
tanulmanyozéasara. Ugyanakkor lehetdség van magasrendd differencial-
szamitasra.

- A Taylor model tipus, amelyet szigori magasrendi szamitasok véghez-
viteléhez, gyakran a fliggGségek nagymérték lesziikitésével hasznélnak.
Eszkozok talalhatok differencialéasra alapozott ,box-rejection” techni-
kakra, feltételek kielégitésekre ODE-k és PDE-k esetén.

Zhttp : //bt.pa.msu.edu/index _berz.htm



e A COSYScript kornyezet a tipusok hasznalatéara. Objektum orientalt
felépitési és tamogatja a polimorfizmust, kompakt és egyszert szin-
taxissal.

e Interfészek 1éteznek C++ és F90 nyelvekre, hogy kénnyen hasznélhato
legyen kiils6programok &ltal objektum orientalt nyelvekre.

1.3. Egyéb alkalmazhat6sagok

A Levi-Civita szamtest nagy mértékben hasznalhaté sugérfizikai prob-
lémak megoldasahoz. JelentGs eredményeket értek el a sugarfizikdban a Levi-
Civita szamtest alkalmazasaval([6]).

1.4. Alapértelmezések
A kovetkezSkben néhany értelmezést adunk meg [1] és [2] alapjan.

1. Ertelmezés. (Bal-véges halmazok csalddja) Egy M C Q részhalmazt ak-
kor €s csakis akkor meveziink bal-végesnek, ha ¥Vr € Q esetén véges sok érték
van az M-ben, amelyek kisebbek, mint r. A Q dsszes bal-véges részhalmazai-
nak a csaldadjat F-el jelolyiik.

2. Ertelmezés. (Az R halmaz)([1])
R={f:Q —R:{z|f(x) # 0} € F}

1. Megjegyzés. A kivetkezékben az R elemeit x,y, . . .-al jelolyik, és értékii-
ket egy q € Q-ban z[q]-val, annak érdekében, hogy elkeriljik a félreértést az
R-en értelmezett fiigguények behelyettesitési értékével.

3. Ertelmezés. (supp,\,~,~,=.)([1])
supp(x) = {q € Q : z[q] # 0} az x szupportjinak nevezzik;
A(x) = min(supp(x)), Y # 0, ami létezik az R bal-véges volta miatt;
A(0) = 4o0;
Osszehasonlitva két R-beli elemet azt mondjuk, hogy:
x ~ vy, akkor és csakis akkor, ha A(z) = \(y);
x &y, akkor és csakis akkor, ha x[\(x)] = y[A(y)];
x =, y, akkor és csakis akkor, ha x[q] = y[q],Vq < r esetén.

4. Ertelmezés. (Osszeadds és szorzdis R-en)([1])
(z +y)lgl = zlq] +ylg],Vz,y € R,Vg € Q

(z-y)ldl = > alal] ylg)

Gz,qy€Q,q2+qy=¢



5. Ertelmezés. (Az R™ halmaz)([1])
RY ={z € R:z[\z)] > 0}

6. Ertelmezés. (Rendezési relicic R-en) Legyenck x,y € R kiilonboziek.
FEkkor azt mondjuk hogy x > y akkor és csak akkor, ha x—y € R*. Mdskiilon-
ben azt mondjuk, hogy x <y, vagy y > x.

2. Megjegyzés. Mivel az R-beli szamoknak bal-véges szupportjuk van, el-
mondhatjuk, hogy a ,,+” és ,,-” miveletekkel (R, +,-) egy test, amelybe a valds
szamok halmaza 1zomorf mddon bedgyazhato a kévetked bedgyazdssal:

. |z, haqg=0
II:R— R, H(x)[q]—{ 0. haq+0
7. Ertelmezés. (<<,>>)(/1]) Legyenek a,b € R, nemnegativak. Ekkor azt
mondjuk, hogy a végtelenszer kisebb, mint b és azt irjuk, hogy a << b, ha
barmely n € N esetén n - a < b. Azt mondjuk, hogy a végtelenszer nagy-
obb, mint b, ha b << a. Ha a << 1, azt mondjuk, hogy a végteleniil kicsi,
ha a >> 1, akkor a végtelenil nagy. A végteleniil kis szdmokat infinitessz-
imdalisaknak, vagy differencidlaknak mondjuk. A végtelenil nagy szdmokat
végtelennek nevezziik. Azokat a nemnegativ szdmokat, amelyek nem végte-
lendil kicsik, se nem végteleniil nagyok, végeseknek nevezziik.

8. Ertelmezés. (A d szim)([1]) Legyen d € R 1igy, hogy d[1] = 1 és d[q] =
0,Vq # 1.

Konnyi beldtni, hogy 0 < d? << 1 akkor és csak akkor, ha q > 0 és
d? >> 1, haq < 0. Innen kovetkezik dsszességében, hogy az R Levi-Civita test
eqy teljesen rendezett nem-arkhimédészi kiterjesztése a valos szmok testének.

2. Matrix exponensek R-en

Ahhoz, hogy kozonséges differencialegyenletekbdl allo rendszerek megold-
hatotsagat konnyen targyalni tudjuk R-en, sziikséges, hogy az R-beli matrix
exponensek tulajdonsagait vizsgaljuk.

De el6szor az R-beli elemket tartalmazé matrixok tulajdonsagait vizs-
galjuk.



2.1. R-beli matrixok

9. Ertelmezés. Legyen A, B € M, ,(R) ésC € M, ,(R), valamint \ € R,
aholn,m,p € N, n,m,p > 1, illetve A = (a;;)
és C' = (Cij>

i=Tamj=tm B = (0ij)i=tm j=1=
=T j=1p- Ekkor értelmezzik a kovetkezdket:

1. A+ B =B+ A= (a; + bij)i—1m j-Tan

]: 7n

2. )\A = ()\aij)izl,_m,

j=Ln

3. A-C= (ZL aikcki)

i=Lm,j=1,p

3. Megjegyzés. Mindhdarom alpont esetében az illetd mdtrixok jol értelme-
zettek, felhaszndlva az R-en értelmezett miveletek tulajdonsdgait.

10. Ertelmezés. Legyen A € M, (R). Azt mondjuk, hogy A invertdlhatd,
ha3B € My(R): A-B=B-A=1, Ekkor A\ = B, ahol I, € M,(R)

10...0

01...0
éSIn:

00 ...1

1. Tétel. Az A € M,(R) akkor és csak akkor invertdlhato, ha det A # 0.

Ekkor az inverz mdtrix megadhato a jol ismert Cramer szabdly segitségével.
Bizonyitds:

A bizonyitas azonnali, felhasznalva a val6s méatrixok tulajdonsagait, ame-
lyek analdég modon atvihetSk tetszéleges testekre.

2.2. Matrix exponensek

11. Ertelmezés. Legyen A € M, (R). Ekkor A mdtriz exponens alatt az

[ee)
et =2
k=0

| —

Ak

-

!

sort értyiik.



A feladatunk az lenne, hogy vizsgaljuk az elébbi értelmezésben szerepld
sor konvergenciajat vagyis, hogy megnézziik, hogy mikor lesz jol értelmezett.
Erre vonatkozik a kovetkezé tétel.

Felhasznéljuk még természetesen az exponenciélis fiiggvény értelmezését
R-en, amely megtalalhato [1]-ben.

Elstte azonban megadunk egy par értelmezést és tulajdonsagot, ame-
lyekre sziikségiink lesz a tovabbiakban.

12. Ertelmezés. Legyen A € M, (R). Ekkor az A mdtriz normdja alatt az
A mdtrix mazimum normdjdt értjik, vagyis

14l = max {lai;l}.

Az illetd norma rendelkezik a hagyomdnyos mazimum mdtrix norma tu-
lajdonsdgaival.

13. Ertelmezés. Legyen A € M, (R). Ekkor azt mondjuk, hogy a
> oo cn AR sor konvergens M, (R)-ben, ha Y e, cu||A¥|| sor konvergens R-
ben.

2. Tétel. Bdrmilyen A € M, (R) esetén e jol értelmezett, vagyis az

oo
€A = E
k=0

| —

Ak

™

|
sor mindig konvergens.

Bizonyitds:

Legyen A = (ay); j—1;- Mivel A véges sok elemet tartalmaz, és mivel
R teljesen rendezett test, ezért IM € R : la; | < M, Vi,j = I,n. A
gondolatot tovabb folytatva, jeloljiik A% = (a?j)mzL—n, ekkor elmondhatjuk,
hogy |a;| < nM?, Vi,j =1,n.
Altalanosan ha A% = (al;), 17, akkor |afj| < n*M*' Vi j =T n.

Ekkor felirhatjuk, hogy

- 1 k . 1 k k+1
ZH||AH<ZH7LM
k=0 k=0
De
o0 o0 1
k k+1 k kE nM
M —MZHTLM = Me™M,
k=0 k=0

ezért a Yoo o Hn MM sor konvergens.
Tehat az e = Y77 ) 5 A" sor is konvergél egy M,,(R)-beli métrixhoz.
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4. Megjegyzés. Az eldzd tétel bizonyitdsdnak utolso lépésében felhaszndl-
tuk az osszehasonlitdsi kritériumot az R-en értelmezett sorokra, amely ter-
mészetes modon megfogalmazhato.

Megfogalmazhatjuk a kovetkezd tulajdonsagokat a métrix exponensekre:

1. Tulajdonsag. Legyenek A, B € M,(R), a,b € R. Ekkor igazak a kovet-

kezdk:
1. €9 =1,
9. tAehA — plath)A.
3. ete A =1,
4. Ha A és B kommutdlnak, akkor eA+8 = e4eP:
5. dete? = e ez azt jelenti, hogy barmilyen A € M, (R) esetén e

invertdlhatd, és (e?)™t = e™4.
Bizonyitas:

Igazolni fogjuk a 4. tulajdonsagot, az el6z6 harom ennek a tulajdonsédgnak
a kovetkezménye lesz.

(4) Az (|1], 4.9 Tétel)-t megfogalmazhatjuk M, (R)-beli sorokra is. Ezt
azért tehetjiik meg, mert a matrixokbol allé sorok konvergenciajat felfoghat-
juk tgy is, mintha minden matrixelemre felirndnk a konvergenciat. Ezért,
mivel Y77 LA, illetve Y77 ) & B* sorok konvergélnak, kovetkeztethetiink,
hogy az illets két sor szorzata a ugyanoda konvergél, mint a

Yo OZZ Og,Ak Bk i sor. De

2.2 !B]H:kz_ok_zoz_

k=0 =0

— 1

Bk i -
Z A+ B)*
k=

Itt felhasznaltuk, hogy A és B matrixok kommutalnak. De az vilagos, hogy

Z%AjLB et

o)
k=0

amit igazolni kellett.

(5) Ezen alpont bizonyitasa is a valosbeli bizonyitas alapjan irhato fel.
Az el6z6 alpont esetén is az jelentette a bizonyitas nehézségét, hogy az R-
beli sorok tulajdonsigaira kellett tamaszkodjuk, de ez nagy részletességgel
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megtalalhato (|1])-ben. Ezekre a tulajdonsagokra hivatkozva ez az alpont
bizonyitasa is azonnali. A valosbeli bizonyitas megtalalhato (|7])-ben, a 172.
oldalon.

Az R-en értelmezett matrix exponenseket konnyen meghatarozhatjuk ,,jol
viselkedd” matrixok esetén, hasonléan a valos vagy komplex esethez. Ezeket
a méatrixokat jellemezhetjiik a kévetkezd tulajdonsag segitségével:

2. Tulajdonsag. Legyen A € M, (R). Ekkor

aq 0...0
0 as ... 0
1. Ha A diagondlis, vagyis A =1 . . , ahol a; € R,Vi = 1,n,
00 ... ay,
akkor
e 0 ...0
0e2 ... 0
6A = . . )
00 ... e%™

2. Ha A nilpotens, vagyis 3¢ € N, ¢ > 1: A9 = O,,, akkor
1
(¢ —1)!

3. Ho A= X+ N, ahol X,N € M,(R), XN = NX, és X diagondlis,
illetve N nilpotens, akkor

q—1.
AT

1
eA:]n+A+§A2+...—|—

A _ X+N X _N.

Bizonyitas:
A bizonyitas azonnali az els§ két tulajdonsag esetén, a harmadik is nyil-
vanvalo, hasznalva az el6z6 tulajdonsagot.

3. Tétel. Legyen A € M, (R) és legyen F : R — M, (R), F(t) = e
Ekkor az F operdtor differendidlhato minden t € R pontban és

_dF
ot

F'(t) (t) = Ae'.



Bizonyitds:
Ahhoz, hogy igazoljuk a fenti Osszefiiggést, felirjuk az F' operéatort hat-
vanysor formajaban, majd formalisan derivalhatunk.
= d tF

F'(t) = &EA’“ =AY EA’“ = Ae = AF(t).
k=0 ’ k=0

Az eredmény hatvanysor biztos jol értelmezett lesz szintén.

3. Linearis differencialegyenletek R-en

A kovetkezSkben azt szeretnénk, hogy linearis differencidlegyenletek 6sz-
szes megoldasat adjuk meg R szamtesten. Ezt megvalésithatjuk, ha olyan
fiiggvényteret definidlunk, amely segitségével felirhaté minden linearis differ-
encidlegyenlet nem analitikus megoldésa.

4. Tétel. ([3]) Azy' = 0 differencidlegyenlet megolddstere végtelen dimenzi-
ds [—1,1] C R-en.

5. Megjegyzés. Shamseddine a [3] dolgozatdban igazolta a fenti tételt és a
bizonyitdsban szerkesztett eqy olyan fiigguénysorozatot, amely minden tagja
megolddsa a tételben szerepld egyenletnek.

Bizonyitds(tétel[3]):
Ve € [-1,1] CR, Ve € R, € > 0, ekkor legyen § = min {&?, d}.

VneN: g,:[-1,1] — R, gu(x)[qg] =2 [(nj—l)] .

Egyszert belatni, hogy Vn € N esetni g,, linearis.

Igazoljuk, hogy g, differencidlhaté minden [—1,1]-beli pontban Vn € N
esetén és g, (z) =0, Vo € [—1,1].

El6szor is g, (y—z) ~ (y—z)" ™, Vo, y € [1, 1], a szerkesztésbol adodoan.
Masfeldl legyen y € [-1,1] : 0 < |y — x| < §, ekkor

n(y — )
y—l’

9n(y) — gn(7)
Yy —x

~ |y — |

Az elébbieket figyelembe véve a fenti Osszefiiggés pontosan g, (), ami 0
lesz.
Ezt nyilvan igaz Vn € N esetén.
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Most azt kell még belatni, hogy az S = {g,, : n € N} linearisan fliggetlen
rendszer a [—1, 1]-en.

Igy legyen j € N és legyenek ny < ng < ... < n;, N-beli adott szamok.
Most megmutatjuk, hogy gn,, gn,, - - -, gn, linedrisan fiiggetlenek a [—1, 1]-en.
Tételezziik fel, hogy cign, +Cagn, +. .. +¢jgn; = 0 valamely ¢, ¢,...,¢; €R
esetén és megmutatjuk, hogy ¢y = co = ... = ¢; = 0. Mivel ¢1g,, + c20n, +
...+ ¢jgn; = 0, innen azt kapjuk, hogy c1gn, (d) + cagn, (d)+. . .+¢;jgn,(d) = 0,
vagyis c1d™ + cod™ + ...+ c;d"™ = 0. Innen nyilvan kévetkeztethetiink, hogy
co=cp=...=¢; =0.

Ezzel igazolva van a tétel.

A kovetkezSkben a tételben szerepld megoldasoknél dltalanosabb megol-
dasokat probalunk megadni, arra torekedve, hogy megadjuk ¢ = 0 differen-
cidlegyenlet Gsszes nem analitikus megoldaséat.

A tételbeli fliiggvénysorozat szerkesztését figyelembe véve megfogalmaz-
hatunk két tételt, amelyek kovetkezményei az el6z6 tételnek.

5. Tétel. Legyen f: R — R. HaVx,y € R: |v—y| < d esetén [ teljesiti
az

[f(2) = fy)l ~ |z =yl p>1

dsszefiiggést, akkor az f megolddsa az y' = 0 differencidlegyenletnek.

Bizonyitds:

Igazolni szeretnénk, hogy a kijelentésben szereplé tulajdonsaggal ren-
delkezd fiiggvények differencidlhatoak Va € R esetén, illetve f'(x) =0, Vz €
R.

Ekkor Ve > 0 legyenek § = min{e? d}, r € R tetszbleges rogzitett, illetve
y€R:|xr—y| <. Ekkor

fz) — fly _
[HE =S
r—Y
Mivel |z —y| < d, kévetkezik, hogy Vn € Q,n > 0 esetén |z — y|" infinitesszi-
malis. Nyilvan ha Va, 8 € R, «,5 > 0, AM«a) = A(5) és « infinitesszimalis,
akkor (3 is infinitesszimélis. Ez azt jelenti, hogy

'f(x)—f(y)‘
Ty

<e,

ami az € és x megvalasztasinak tetszéleges volta miatt azt mutatja, hogy
Vo € R esetén f differencialhato és f/(x) = 0, amit igazolni akartunk.
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6. Tétel. Legyen f: R — R. Ha Vx,y € R esetén

[f(x) = f(y) < alz =yl

ahol o € R, a < d ésp > 1, akkor f megolddsa azy' = 0 differencidlegyen-
letnek.

Bizonyitds:
A bizonyitas gondolatmenete hasonld az elgbbi tétel bizonyitasanak gon-
dolatmnetéhez. Ekkor Ve > 0 legyenek § = min{e? d}, x € R tetszbleges
rogzitett, illetve y € R : |z — y| < §. Ekkor
£ =1 et =
T—y o

—a(r—yPt<al? <ad ' <dF <<e.
r—=y

Innen kévetkezik, hogy

flz) — f(y)
r—y

Mivel az € és x valasztésa tetszGleges, ez azt jelenti, hogy f megoldasa az

y" = 0 differencidlegyenletnek R-en, amit bizonyitani szerettiink volna.

<

[ |
1. Lemma. Vz,y € R = A\(ay) = A\(z) + \(y)

Bizonyitds:

Legyenek ¢,,q, € Q tgy, hogy ¢, = A(z) és ¢, = A(y). Ha a két szam
szorzasanak algoritmusat probaljuk elképzelni, akkor kénnyen belathato, hogy
Azy) > max{A(z), A(y)}. Mivel z[q] = 0,Vg < ¢, és ylg] = 0,Vq < g, ezért
zylg] = 0,Yq < ¢» + ¢,. De tudjuk, hogy z[q,] # 0 és ylg,] # 0, ezért
2y[¢e + ¢y] # 0. Innen A(zy) = A(z) + A(y).

2. Lemma. Legyenek x,y € R. Ha létezikr € Q : r > \(x) és x =, y, akkor
Vn € N esetén " =, y".

Bizonyitds:

Figyelembe vessziik a szorzas értelmezését R-en és megvizsgaljuk, hogyan
valtoznak az egyes szinten levé elemek egy adott x € R hatvanyozasakor.

A lemma kijelentésében szereplSket szemléltetni probaljuk.
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Legyenek my,ms € N, k € N,k < min{m;, my} és legyenek a kévetkezd
valos egyiitthatos polinomok:

P(x) =ag+ a1z + asx® + ...+ ak+1:£k + bk+2xk+1 coo by 1™

k+

2 k 1
Q(x) =ap+ a1x + asx” + ... + ap 12" + Cpax™ L+ O™

Lathato, hogy a két polinom esetében az els¢ k+2 egyiitthato megegyezik.
Az is lathato, hogy ha elkezdjiik hatvanyozni a polinomokat, ez a tulajdonsag
megmarad. Ugyanis az zF-ig a tagok az egyiitthatoi csak csak az a; tagok
valamilyen fliggvénye, nem keverednek be a b;-k a P polinom esetében, illetve
a c;-k a @) esetében.

Mivel az R en értelmezett szorzéas kiszdmolés analég modon elképzehetd
polinomok szorzéasaval, ezért a lemmabeli tulajdondgot a fenti szemléltetés
alapjan belathatjuk. Még csak annyit kell megvizsgalni, hogy honnan jon a
nr a lemma kovetkeztetésében. Ez viszont kovetkezik az 1. Lemma alapjan.

|
7. Tétel. Legyen M C R nyilt, k > 0,k € N rogzitett és Vn € N esetén

legyen g, : M — R,
_ k| 4k
mold = |15,

Ekkor g, differencidlhatd M-en, Vn € N és g, () = 0, Vo € M, Vn € N.
Mitébb a {g, : n € N} linedrisan figgetlen rendszer M-ben, ha d € M.

Bizonyitds:

Mivel Vo € R és Vk € N esetén az 1. Lemmabol A(2*) = kX(z), illetve a
3. Tételbeli szerkesztésbdl kovetkezik, hogy Vn € N, Vo € M : g, (x) ~ 2",

A kovetkezSkben igazoljuk, hogy Vn € N esetén g, differencialhatd Vo €
M esetén és g/ (x) =0, Vo € M.

Ve € R, € > 0 esetén legyen 6 = min{e?, d}. Ekkor Vo € M és Vy € M :
v —y| <0, x #y, ¥n € N esetén vizsgaljuk a kovetkezs kifejezést:

gn(@) — gn(y)‘ _
x—y

1. eset: Ha A(z) # A(y), akkor nyilvan A(z%) # A(y*). Innen az kovetkezik,

hogy
9n(x) — gn(y)

r—y

n

'N(Jﬂ—y) :

13



Mivel |z — y| < min{e?, d}, innen kivetkezik, hogy |x — y|" << e. Tudva
azt, hogy Vo € R esetén ha  ~ « és « infinitesszimalis, akkor x is infinitessz-
imélis, kovetkeztethetiink, hogy

9n(T) — gn(y)
T —y

< €.

Figyelembe véve, hogy a fenti Osszefliggés tetszbleges € > 0 esetén teljesiil,
innen kovetkezik, hogy

g (x) =0, Yn €N, Vor € M.

2. eset: Ha = ~ y és z[A\(x)] # y[\(y)], akkor az el6z6 esethez hasonlo
gondolatmenet teljesiil.

3. eset: Ha x =, y, valamely r € Q, r > A(z) esetén akkor nyilan A(|x —
y|) = ry, ahol r, az r-re rdkovetkezé racionalis szam. A 2. Lemma alapjan
A|gn(z) = 9n(v)|) = (n + 1)r,. Ezeket figyelembe véve kovetkezik, hogy

A<M'):n+1,

r—Yy
ami nyilvan azt jelenti, hogy

9n(2) = gu(y)
T =y

<d, Vn >0,

igy a baloldal is infinitesszimalis, vagyis

In(T) — gn(y)
T —y

Ve > 0: < e,

ahonnan
gn(x) =0, Vn € N* Vo € M.

Még annyit kell belatni, hogy az S = {g, : n € N} linearisan fliggetlen
rendszer a M-en. Ezt hasonlé képpen végezziik, mint a [3]-beli tétel esetében.

Legyen j € N és legyenek n; < ng < ... <n;, N-beli adott szamok. Most
megmutatjuk, hogy gn,, gn,, - - -, gn; linedrisan fiiggetlenek a M-en. Tételez-
ziik fel, hogy c1gn, +Cagn, +. . .+¢jgn, = 0 valamely ci, co, . . ., ¢; € R esetén és
megmutatjuk, hogy ¢; = c; = ... = ¢; = 0. Mivel ¢, gy, +Ca2gn, +. . - +Cjgn; =0
és d € M feltétel szerint innen azt kapjuk, hogy c1g,,(d) + cagn,(d) + ... +
Cjgn,;(d) = 0, vagyis c;d™ +cpd"*+. . .+c;d" = 0. Innen nyilvan kovetkezteth-
etiink, hogy ¢; =co = ... =¢; = 0.

Ezzel a tétel bizonyitasa teljes.
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Lathato, hogy az el6z6 tétel altalanositésa a [3]-ban bemutatott tételnek.
A kovetkezSkben megfogalmazunk egy éltalanosabb tételt.

6. Megjegyzés. Az elébbi tételben megadott fligguénysorozat szerkesztésébdl
lathatd, hogy az volt kulcsfontossdgi lépés, hogy az f : M — R, f(z) = 2*
fuigguényt ugy ,,manipuldljuk” eldszor, hogy a képelemek ,legalso szintjei” visz-
szakeriljenek a megfeleld x szintjére, majd ezzel a mdr ismert szinttel tovdbb
tudunk dolgozna.

Ez adja az dtletet ennek az dltaldnos kivitelezésére, amelyet a kovetkezd
tételben adunk meg.

8. Tétel. Legyen h: R — R és a € Q,a > 1. Ekkor az

h(z) [M} . ha A(z) #0

Az)a
fiR—R, f(x)lq =

h(z) [W} . ha A(z) =0
fliggvény differencidlhato Vo € R esetén és f'(z) =0, Vo € R.

Bizonyitds:

A bizonyitas gondolatmenete ugyanaz, mint az el6z6 tétel esetében, vagyis
ebben az esetben is azt szeretnénk igazolni, hogy az igy megszerkesztett fiigg-
vény megoldasa lesz az ¢y’ = 0 differencidlegyenletnek R-en. Lathato, hogy
az [ fliggvény szerkesztésében szintén az a kulcsfontossagu 1épés, hogy a
h fiiggvény altal keletkezé elemek szintjeit visszavigyiik a kiindulé elemek
szintjére, igy megfelel§ képpen tudunk majd dolgozni.

Ekkor Ve > 0 esetén legyen 6 = min{e? d} és legyen x € R rogzitett és
y € R: |r—y| <d. Ekkor vizsgaljuk a

)f(x)—f(y)‘
T —y

kifejezést.
Azt a fGesetet vizsgaljuk, amikor A(z) # 0 és A\(y) # 0.
1. eset: Ha A(z) # A(y), akkor nyilvan A(f(x)) # A(f(y)). Innen az
kovetkezik, hogy
f(x) = fy)
r—Yy

~ (=)
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Mivel |z — y| < §, innen kovetkezik, hogy |z — y|*~! << ¢, mert a > 1.
Tudva azt, hogy Vo € R,x > 0 esetén ha x ~ v és v > 0 infinitesszimaélis,
akkor x is infinitesszimalis, kovetkeztethetiink, hogy

)f(x)—f(y)‘
T —y

<eE.

Figyelembe véve, hogy a fenti Osszefiiggés tetsz6leges € > 0 és x esetén tel-
jesiil, innen kovetkezik, hogy

f'(z) =0, Vx € R.

2. eset: Ha o ~ y és x[A\(x)] # y[A(y)], akkor az el6z8 esethez hasonlo
gondolatmenet teljesiil.

3. eset: Ha x =, y, valamely r € Q, r > A\(x) esetén akkor nyilan A(|jz —
y|) = r4, ahol ry az r-re rakévetkez6 racionalis szam. A 2. Lemma alapjan
M| f(z) = f(y)|) = ary. Ezeket figyelembe véve kovetkezik, hogy

(|e=r)) -,
r—Yy
ami nyilvan azt jelenti, hogy

'f(fv)—f(y)
Ty

< d,

igy a baloldal is infinitesszimalis, vagyis

Ve > 0: ‘W‘<a,

ahonnan

f'(x) =0, Vx € R.

Természetesen, ha A(z) = 0 vagy A(y) = 0, akkor az f fiiggvényiink
értelmezésében a masodik agat vessziik figyelembe, de ez semmin se véaltoztat
a bizonyitasban gondolatmenetében.

Ezek utan a bizonyitas teljes.

Belathato, hogy az el6z6 tételben szerepld fliggvények csalddja nagy fon-
tossaggal bir az R-en értelmezett linearis kozonséges differencidlegyenletek
elméletében, ezért érdemes ezen fiiggvénycsalad tulajdonsagait vizsgéalni.
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14. Ertelmezés. Legyen M C R és legyen f : M — R. Azt mondjuk,
hogy az f figguény C3(M) osztdlyi, ha derivdlhaté és minden M-beli pontra
a derwdltja 0. Vagyis

Cy(M) ={f: M — R|f deriv. M —en, f'(x)=0,Yz € M}.

15. Ertelmezés. Legyen M C R és f : M — R. Ha f-re létezik olyan
h: M — R figguény és a € Q,a > 1 szdm gy, hogy
h@wﬂﬂmy ha Mz) # 0

Az
f(@)lq] = :
Plw) |2 ha M) = 0
akkor azt mondjuk, hogy f (c; h)-tulajdonsdagi.
Az dsszes ilyen fiigguények csaldadjdt jelolyik:

HY (M) = {f:M—)R‘EIh:M—)R,aE@,a> 1:f (a;h)—tulajdonséugfl}.

Lathato, hogy az imént bemutatott reprezentacios tételnek jelentds sze-
repe van abbodl a szempontbol, hogy egy elégséges feltételt biztosit ahhoz,
hogy barmely («; h)-tulajdonsagi fiiggvény ebbdl a térbsl CF osztalyi.

A tovabbiakban azt szeretnénk, hogy valamilyen sziikséges feltételeket
tudjuk biztositani ahhoz, hogy egy nem analitikus C} osztélyu fiiggvény
(cv; h)-tulajdonsagu legyen, valamilyen a-ra és h-ra.

A kovetkezSkben lokalis feltételeket adunk az el6bb megfogalmazott prob-
lémara.

9. Tétel. Legyen M C R nyilt és 0 € M és f € C{(M), valamint f(0) = 0.
HaVe >0: Ji., 0< 6. <d ésda. € Q,a. > 1 gy, hogy

=, Vr e M, |z| <,

akkor f (ae; f)-tulagdonsdgi az {x € M : |z| < 6.} halmazon.

Bizonyitds:

Mivel Ve > 0: 30, 0 < 6. < d és Ja. € Q,a. > 1 ugy, hogy A(f(x)) =
a., Vo € M, |z| < 0. esetén, jeloljik W, ={z € M : |z| < d.}.

Legyen a tovabbiakban e és a hozza tartozo J. rogzitettek.

Mivel f € C}(M), kovetkezik, hogy f € CL(W.), ez azt jelenti, hogy f
derivalhat6 a 0-ban ¢és f/(0) = 0.
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Ez azt jelenti, hogy

ha x € W,. Itt az altalanossidg megsértése nélkiil feltételezhetjiik, hogy az ¢
és a 0. azok, amelyeket rogzitettiink, mert azokra is igaz kell legyen.

Innen azonnal kévetkezik, hogy
f(z) A(f(z))

prm— > .

A ( o) 2 Ae), Vo e W,

Mivel x € W,, a d. megvalasztéasabol az is kovetkezik, hogy

a

Az) > 1. (1)

Mivel a tétel kijelentésében ezekhez a rogzitett € és d.-hoz ’\(/\f((mm))) = Q,,

felirhatjuk, hogy Vax € W :

o [ M@ ] [ @)
el = o) | A0 — g [

(
(cre; f)-tulajdonsaga We-on.

amit igazolni kellett, vagyis f
[

7. Megjegyzés. Az eldzd tételben nem sértettiik meg az dltaldnossdgot azzal,
hogy a lokdlis reprezentdcicban nem szerepel az az eset amikor \(x) = 0,
hiszen a tételbeli (1) dsszefiiggés alapjin mindig az kovetkezik, hogy A(z) > 1
minden W, tipusi halmaz esetén, ezért ezt az esetet nem kell targyalna.

4. Linearis differencidlegyenlet rendszerek

Ebben a fejezetben linearis differencidlegyenlet rendszerek megoldhato-
sagat vizsgaljuk, valamint a megoldasokat probaljuk reprezentélni az el6z6
fejezetben bevezetett H{ osztaju fiiggvények segiségével.

Konnyen belathato, hogy akarcsak a valos esetben barmely linearis rend-
szer visszavezethetd n darab elsérendi egyenletre. Métrixos alakban frva:

Y'(t) = A()Y (#),

ahol Y (t) egy n hosszusagu oszlopvektor, A(t) n xn-es matrix, mindketts a ¢-
t6l fligg és R-en értelmezett, R értéki fiiggvényeket tartalmaznak. Lathato,
hogy a fenti egyenletrendszer nem konstans egyiitthatés homogén linearis
egyenletekbdl all.

18



10. Tétel. Tekintsik az
Y'(t) = AY ()

konstans egyiitthatds linedris homogén differencidlegyenletekbdl dllo rendszert.
Ekkor a rendszer megolddsa a kovetkezd alakban irhato:

Y (1) = eC + MU, (1),

ahol C € M, 1(R) konstansokat tartalmazo oszlopvektor, valamint U,,(t) €
M1 (HY) Hy osztdlyd figguényeket tartalmazd oszlopvektor.

Bizonyitds:
A rendszeriink a kovetkezs alakban irhato:

Y'(t) — AY (t) = O,1

A

Beszorzunk bal oldalrél az e~ métrixszal.

MY (t) — e MAY (1) = O, —

(7Y (1)) = On

Innen

e MY (1) = O + Upa(t),
ahol C' € M,,1(R), valamint U,,(t) € M,,1(H}).

— Y (t) = eC + e'U,4(t),
vagyis amit igazolni szerettiink volna.

8. Megjegyzés. Ldthato, hogy a linedris konstans egyitthatds homogén e-
gyenletrendszerek megolddsai nagyon hasonlitanak a valds esethez, a kiilonb-
ség abban rejlik, ami ramutat ismét arra a tobbletre, amivel rendelkezik a Levi-
Ciwvita test, hogy a klasszikus értelemben vett analitikus megolddsok mellett
megjelennek valami ,furcsa” jellegid fiigguények, amelyekre probaltunk repre-
zentdciot adni az eldzd fejezetben, ezeket neveztik (a;h)-tulajdonsdgi fiigg-
vényeknek.

Természetes ennek a gondolatnak a tovabbvitele, miszerint ilyen jellegi
tulajdonsag fog teljesiilni inhomogén rendszerek esetén is.

De mivel a primitiv fiiggvények létezése csak analitikus fiiggvények e-
setében targyalt a Levi-Civita testen([1], 6. Fejezet), ezért azzal az esettel
foglalkozunk, amikor az inhomogenitast biztosito tag analitikus.
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11. Tétel. Tekintsik az
Y'(t) = AY (t) + B(t)

linedris inhomogén egyenletekbdl dllo rendszert, ahol B(t) oszlopvektor, amely
analitikus fiigguényeket tartalmaz. Ekkor a rendszer dltaldinos megolddsa a
kévetkezd alakban irhato:

t
Y (t) = eMO + U, (1) + eAt/ e B(s)ds,

to

ahol U,o(t) elemei H} oszthyi fiigguények.

Bizonyitds:
A megoldéas abban fog &llani, hogy konstans varialast hajtunk végre az
inhomogénbdl szarmaztatott homogén rendszerre. Az el6zé tétel alapjan:

Yio(t) = eMC(t) + eMU,a(t)
A konstans varialasban figyelembe véve, hogy U/ (t) = O, 1 azt kapjuk, hogy
C'(t) = e~ M B(t).

Figyelembe véve, hogy e 4! és B(t) analitikus fiiggvényeket tartalmaznak,
([1], 6.1 Kovetkezmény) alapjan a szorzat is analitikus fiiggvényeket fog tar-
talmazni. Felhasznélva a (1], 6.13 Kovetkezmény)-t tudjuk, hogy analitikus
fiiggvénynek létezik a primititvje, ezért felirhatjuk, hogy

t

C(t) = / e B(s)ds.
to

Innen felirhatjuk a megoldast, vagyis

t
Y (t) = eMC + U, (t) + ™ / e ¥ B(s)ds.

to

Ezzel igazoltuk a tételt.
|

A gondolatmenetiinket ismét tovabb folytatva hasonldéan vizsgaljuk a nem
konstatns egyiitthatés homogén és inhomogén rendszerek megoldasait.
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12. Tétel. Tekintsik az
Y'(t) = A(t)Y (t)

linedris homogén differencidlegyenletekbdl allo rendszer gy, hogy A(t) olyan
n X n-es mdtriz, mely elemei analitikus figguények. Ekkor a rendszerink
dltaldnos megolddsar a kovetkezdk:

Y(t) _ 6ftt0 A(s)dsc + eftto A(s)dsUna(t)’
ahol C' € M,,1(R), valamint U,,(t) € M, 1(Hy).

Bizonyitds:
A bizonyitas hasonlé moédon torténik, mint a 10. Tétel esetén, ennek
végiggondolasat az olvasora bizzuk.

[ |
13. Tétel. Tekintsik az
Y'(t) = At)Y (t) + B(t)

linedris inhomogén differencidlegyenletekbdl dllo rendszer gy, hogy A(t) o-
lyan n X n-es matriz, mely elemei analitikus fliggvények, illetve a B(t) osz-
lopvektor elemei szintén analitikusak. Ekkor a rendszerink dltaldnos megoldd-
sat a kovetkezdk:

t t t t
Y (t) = el AOB0 4 e Ay (1) g ey AN / B(s)ds,

to

ahol C € M,,1(R), valamint U,,(t) € M, 1(H}).

Bizonyitds:
A bizonyitas hasonlé6 moédon torténik, mint a 11. Tétel esetén, ennek az
atgondolasat szintén az olvasora bizzuk.

9. Megjegyzés. Megjeqyezziik, hogy az eldzd tételek esetében a rendszeriink
értelmeési tartomdnya mindig valamilyen [a,b] C R intervallum, erre nem
tertink ki a tételeink kijelentésében, valamint az egyiitthatofiigguények és az
inhomogenitdst biztosito figguvények analitikusak, mindegyik sajat konvergen-
cia sugardval, de a bizonyitdsokat ezt nem befolydsolja.
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5. Bessel tipust specialis fiiggvények R-en

Ebben a fejezetben Bessel tipusi specialis fliggvények reprezentaciojat
vizsgaljuk.
Ezen fiiggvények tulajdonsagait a kovetkezs feladat kapcsan elemezziik:

1. Feladat. Tekintsik a
2 +ty + (2 =1y =0

differencidlegyenletet. Vizsgdljuk az egyenlet megolddsait a [—1,1] C R in-
tervallumon, ahol v € Q \ Z.

A fenti feladatot r-indext Bessel egyenletnek nevezziik. A tovabbiakban
ezen egyenlet megoldasait probaljuk vizsgalni.

Mivel mésodrendd linearis homogén egyenletrsl van szo, amelynek az
egyiitthatoi analitikusak, a klasszikus analitikus megoldasok biztos

y(t) = cryi(t) + caya(t)

alakban frhatok, ahol y; és ys analitikusan R-en.
Konnyen belathato, hivatkozva a valosbeli elméletre, mivel csak a hat-
vanysorokkal valo mtveleteket kell hasznalni, hogy a

0= (5) S v (3)

n=0

0= (35) S e (3)

n=0

illetve

fiiggvények megoldasai lesznek a fenti feladatnak, barmely ¢ € [—1, 1], ahol
I' az Euler féle fliggvény, st a fenti hatanysorok konvergensek az értelmezési
tartomanyuk minden pontjaban, kivéve a 0-t.

Azt a kovetkeztetést is le lehet vonni egyértelmien, hogy vy (t) = J,(t)
valamint yo(t) = J_,(t), abban az esetben, amikor a v nem egész. Ebben az
esetben a J, és J_, lineédrisan fiiggetlenek lesznek.

De a probléméat val6jaban az jelenti, hogy a klasszikus jellegii megolda-
sok mellé adjunk meg H} osztalyt megoldasokat is és ezek tulajdonsigait is

vizsgaljuk.
Legyen
wyr =Y
we =y
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Ekkor a feladatunk alapjan a kovetkezd rendszert allithatjuk fel:

Wy = we
! V2 1
w2—<1—t—2>w1+;w2

Vagy métrixos alakban

ahol

- (2): wo- () a0- (2 1)

Mivel A(t) elemei analitikus fiiggvények, csak 0 koriil nem, de ezzel nem
sértjiik meg az altaldnossagot, hasznalhatjuk a homogén nem konstans egyiitt-
hatos rendszerekre vonatkozo reprezentacios tételt a megoldéasok felirasara.

Legyen

D(t)—/tA(s)ds— X t=to
A - t—t0+1/2(%—%) In-t '

ahol a In fiiggvény az exponencialis fiiggvény inverze, és természetesen ez
is analitikus.
Ekkor a rendszeriink megoldasa a kovetkez6 alakban irhato:

W(t) = ePOC 4 POV, (1)

Figyelembe vessziik azt is, hogy az analitikus rész ¢y (t) + coya(t) alaku,
ezért levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy az e”® matrix elsé soraban
tekinthetjuk a J,(t), valamint a J_,(t) fliggvényeket. Innen helyén van a
kovetkezd értelmezés, melyben értelmezziik az R-beli Bessel fiiggvényeket.

16. Ertelmezés. Legyenek J,, T, : M C R — R, fiigguények 4gy, hogy
T (t) = J,(t) + J,(t)g, (),

Tw(t) = J(t) + T () g (1),

aholv € Q és g,,9_, € Hy(M).
A T, T, figguényeket a v-indextd Bessel egyenlethez tartozo elsdfaji
Bessel fiigguényeknek nevezziik.
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5.1. Az R-beli els6faji Bessel fiiggvények tulajdonsagai

Megfogalmazhatjuk a kovetkzs tételt az R-beli elséfaju Bessel fiiggvé-
nyekre:

14. Tétel. Haszndljuk az 1. Feladatban valamint az eldzd értelmezésben be-
vezetett jeloléseket. Ekkor

(@) T30 = (ha®) + Joa () (1 + 00)

(8) 27,(5) = (o) = Joa (1)) (14 9,())

Vt € M C R, ahol M olyan, hogy a megfeleld hatvinysorok konvergensek
minden pontjaban.

Bizonyitds:

O S (=Dt Ty (t)
(t—V> Pz z:: (n—D)IC(n+v+1)22n1

n=1

Valamint tudjuk, hogy

Mivel g, (t) = 0,Vt € M,

(Jy(t))/ _ e Jen()

tv tv tv

illetve hasonldéan
1 '
S(Fa0) =T ) + T (e

Ez az Osszefiiggés alapjan

%(ut”‘lj,,(t) + th;(t)) =t (8) + 7, () g, ()

v
jul(t) = Ju—l(t) - ?ju(t) + Ju—l(t)gu(t) (2)
Masfelol az (1) Osszefliggeést kefejtve azt kapjuk, hogy

T+ bty e = Pl DO

tu—l—l tv tv
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vagyis
v

jzjl(t) = ?ju(t) - JV+1(t) - Jl/-i-l(t)gu(t) (3)

A (2) és (3) Osszefiiggéseket kivonva a tételink (a) alpontjat kapjuk,
illetve dsszeadva a tétel (b) alpontjat.

10. Megjegyzés. Ldthato, hogy az igy elddllitott Bessel fiiggények analitikus
részei ugyanolyan tulajdonsdgokkal rendelkeznek, mint a valds, vagy komplex
esetben. Ez a tény is azt igazolja, hogy ha eltekintenénk a nem analitikus
részektol, akkor nagy mértékben a klasszikus valds, vagy komplex tulajdonsd-
gokhoz hasonlokat kapnank.

Az elkdvetkezGkben azt szeretnénk, hogy a mas, a klasszikus valosbeli,
komplexbeli Bessel fliggvények tulajdonsagait terjessziik ki az R szamtestre.
Ennek a problémakérnek a nehézsége abban 4ll, hogy olyan mitiveletek végre-
hajtasara van sziikség, amelyeket nem engedhetiink meg, mint példaul egy
R-beli elem irracionélis, komplex hatvanya, stb.

Annak érdekében, hogy mégis tovabbi eredményeket tudjunk kiterjesz-
teni, altaldnositott elséfaji Bessel fiiggvények tulajdonsagait vizsgaljuk. E
cél érdekében alapul vessziik a ([8]) mtvet.

6. Altalanositott elséfaja Bessel fiiggvények R-
en

17. Ertelmezés. A

t2w” (t) + btw(t) + [ct® — p* + (1 — b)plw(t) = 0

differencidlegyenlet dsszes megolddsait p-edrendd dltalanositott elsdfaju
Bessel fligguényeknek nevezziik, aholp € Q, b,c e R, t € R.

A klasszikus értelemben vett altaldnositott elséfaju Bessel fiiggvények osz-
talyanak az a nagy elénye, hogy magéba foglalja az Osszes els6faju Bessel,
modositott Bessel, szférikus Bessel, modositott szférikus Bessel fiiggvényeket,
ezért ezen fliggvényosztaly tanulményozasa egyszerre tobb mindent foglal
magaba.
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18. Ertelmezés. ([8]) Az elobbi értelmezésben vett egyenlet eqy partikuldris

megoldasat, a
= o ()
t) = -
wp(t) anr(p+n+b;—1) 2

n=0

fligguényt dltaldnositott elséfaji Bessel fiigguénynek nevezziik, ahol p,b,c,t €
C.

Lathato, hogy ¢ = b = 1 esetén visszakapjuk a hagyomanyos elséfaji
Bessel fliggvényt. Lathato az is, hogy ez a fiiggvény analitikus, valamint a
hatvénysor konvergens.

Hasonldéan az 1. Feladat-beli elmélkedésiinkhoz megadhatjuk az R-en
értelmezett altalanositott els6faju Bessel fiiggvényt, a kdvetkezs képpen:

19. Ertelmezés. Legyenckp € Q,b,c € R ést € M C R. Ekkor a
Wy(t) = wy(t) + wp(t)gp(t)

alakban felirt fliigguényt p-edrendd dltaldnositott elsdfaji Bessel fiigguénynek
nevezziik M-en, ahol g, € H} (M), valamint

o)=Y o e (3)

n=0

11. Megjegyzés. Ebben az esetben is levonhato az a kovetkeztetés, hogy
az 1mént definidlt dltalanositott Bessel fiigguény egy analitikus részbdl dll,
valamint eqy analitikus és eqy («; h)-tulajdonsdgi figguény szorzatabdl. De
ezek a fligguények a nem dltalanositottakhoz képest joval tobb fiigguényt foglal-
nak magukba, ezért joval dltaldnosabb figguényosztaly.

A tovabbiakban ezen altalanositott Bessel fliggvények tulajdonsagait vizs-
galjuk.

Hasonloan a 14. Tételhez, itt is megfogalmazhatunk egy hasonl6 tételt,
R-en értelmezett altaldnositott Bessel fliggvények kozotti rekirzios 6sszefiig-
gésekre.

15. Tétel. Haszndlva a 19. Ertelmezésben vett jeloléseket, Vp € Q, b,c €

R, t € M CR esetén

2p+b—1
t

(@) Wh(t) = (wp1(8) + ctpa (1)) (1 + g5(0))

(b) (2p+b=1)W(8) = (pwpa(t) = (0 + b= Dewpr(t)) (1 + (1) ).

ahol M olyan halmaz, hogy miden pontjaiban a megfeleld hatvdnysorok kon-
vergensek.
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Bizonyitds:

A bizonyitas anal6g moédon torténik, mint a 14. Tétel bizonyitésa, illetve a
komplex eset igazolasa megtalalhato ([8], 1.1 Lemma)-ban. Ezért ezek végig-
gondolasat az olvasora bizzuk. Megjegyzendd itt még az, hogy b = ¢ = 1
esetén visszakapjuk a 14. Tételt.

A tovabbiakban az lenne a célunk, hogy valamilyen integralreprezentaciot
vezessiink le az el6bbiekben bevezetett altalanositott Bessel fiiggvényekre.
Lényegében a ([8] 1.4 Lemma)-t fogjuk altalanositani. De el6tte egy par
értelmezést adunk meg, amelyekre sziikségiink lesz a tovabbiakban.

20. Ertelmezés. Legyen p € Q, b,c € R, t € M C R. Es legyen

[e’e) (_E ntn
_ i)
Ekkor a
Up(t) = up(t) + uy(t)gp(t)
fiigguényt dltalanositott ,normalizdlt” p-edrendi elséfaji Bessel figgvénynek
nevezzik, ahol g, € HY(M), k = p + "L, valamint (k), a Pochhammer
szimbolum, vagyis
Ik+1)
Fn =kt
I'k—n+1)
12. Megjegyzés. A eldbbi értelmezésben megadott fligguény eqy mdsik par-
tikuldris megolddsa ax dltaldnositott Bessel egyenletnek.

A tovabbiakban integrélreprezentaciot adunk a ,normalizalt” altalanosi-
tott Bessel fliggvényekre.

16. Tétel. Legyenck p,q € Q, valamint b,c € R, z € R tetszdlegesek. Es
legyenek ky, =2p+b+1, kg =2q+b+1. Ha k, >k, > 0, akkor a kévetkezd
integralreprezentdcio teljestil:

Uy(z) = / g () ity an(t) + ()50 (2),

aholt € R C R €és dpipgp(t) = pipqp(t)dt, valamint

tkq—l(l _ t)kp—kq—l
/"pr%b(t) = B ]f k _ k
( q>"'p fI)

mérték a [0,1] C R C R-en, és B(x,y) az Euler féle Beta figguény.
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Bizonyitds:
A bizonyitas otlete ugyanaz, mint a ([8],1.4 Lemma) esetén. Mivel
Up(t) = up(t) + up(t)gp(t),

ezért csak a .
() = [l

azonossagot kell igazoljuk.
Az u,(zt) értelmezését felirva, beszorozva mindkét oldalt

g+t (1—¢)pa?
kifejezéssel, majd integralva mindkét oldalt a [0,1] C R C R intervallumon
azt kapjuk, hogy

/0 ST (1—t)Pidt = Z—ng;)q(gg ’;—T / pEE (1P

n=0
A jobboldali integral azért létezik, mert az integralando kifejezés analitikus,
és ezért integralhato fiiggvény.

Mivel

! —1 D(k, +n)(k, — k,)

tOEIT (1 — 1)t = Blky 4 1, ky — ky) = ——2 .
/0 2( ) (q+n7 P Q) F(k‘q+n)

Ez azért igaz, mert az integral valos integral.
Innen kovetkezik, hogy
1 b—1
/ uq(zt)t‘HT(l — )Pt =
0
_ T(kg+ )T (ky — kg) t" T(k,+n)T(k, — k,)
B I'(ky +n) Z nn' B I'(ky+n) up(2)

=0
Ez viszont azt jelenti, hogy

_ F(kq + n) ' q+b771 p—q—1
up(2) = T )Ty — o) /0 ug(2t)t (1—1) dt

vagyis u,(z) = fol ug(zt)dp, 45(t), amit igazolni szerettiink volna.

13. Megjegyzés. A fenti tétel bizonyitasaban az integrdl reprezentdcio e-
setén az integrdlds nyilvan o [0,1] valds intervallumon torténik, de ez ter-
meészetesen értelmezhetd tetszdleges integralhato R-beli fiigguények esetében.
Bdévebb informdcick az R-beli mérték- és integrdlelméletrdl olvashatdk ([5])-
ben.
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7. Tovabbi kutatasi lehet6ségek. Végszo

Mint lattuk a bevezetett H} osztalyt fiiggvények rengeteg tovabbi ku-
tatasi lehetGséget biztositanak a Levi-Civita szamtesten értelmezett differen-
cialegyenletek, illetve ezen a testen értelmezett specialis fiiggvények elméle-
tében.

Konkrét kutatasi célt képez az R-en értelmezett altaldnositott elséfaja
Bessel fliggvények tulajdonsagainak vizsgalata, ezek alkalmazasa ezen a testen
megfogalmazott problémak esetében.

Elméletiinket szeretnénk kiterjeszteni ezen Bessel fliggvények segitségével
olyan nem linearis differencidlegyenletek, rendszerek megoldhatésagara, meg-
oldasainak vizsgélatara, amelyek tanulméanyozhatok klasszikus értelemben
Bessel fliggvények segitségével. Valamint nem lineéris rendszerek analitikus,
H; osztéalyt megoldésai keresésére.

Természetes az is, hogy a Levi-Civita test nagy alkalmazhatosaga mi-
att fontosak ezek a kutatasok. Késébbiekben parcialis differencialegyenletek,
illetve Fourier analizis felépitésének tanulmanyozasat tiizhetjik ki célul.
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