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1. fejezet

Ustokosok

1.1. Altaldnos ismertetés

Az listokosok kisebb porbdl és jégbdl 4ll6 égitestek, amelyek legjobban egy "piszkos ho-
goly6hoz" hasonlithaték. Ebbe a néhany kilométer (1 km - 100 km) atmérdji jégrogbe
szilikatpor-részecskék és nagyobb kbzetdarabok dgyazddtak be. Az égi mechanika torvé-
nyei szerint kipszeleteken keringenek a Nap, illetve mds csillagok koriil. Az iistokospé-
lydkra a bolygok és kisbolygdk pélydival szemben jellemz8 a nagy excentricitds'. Mi-
kodzben kozelednek a perihéliumhoz?, az 6ridsbolygdk palydikat perturbaljak, ezért jelle-
mezhetd csak megkozelitdleg parabolapdlyaval az tistokospdlya. Az iistokosok 60-70%-a
az, amely parabolapalydn mozog. A tobbi ellipszis, ritkabb esetben hiperbolapalyat kovet.
El6fordulhat az is, hogy egy ideig parabolapialyan mozog egy iistokos, aztdn "meggon-
dolja magat" (kiilonboz6 graviticids erdk hatdsdra) és attér ellipszis pdlydra, vagy akér
foditva. Nyugodtan mondhatjuk, hogy az tistokosok édltaldban a Naprendszerhez tartoz-
nak, de az elszenvedett perturbdciok® hatdsira egy résziik elhagyhatja a Naprendszert.

Az uistokosoket keringési idejiik szerint két kategoridba sorolhatjuk. Hosszu periddusu

istokosok, melyek keringési ideje meghaladja a 200 évet, ez 1d6 legnagyobb részében a

lexcentricitds - kozpontkiviiliség, egy égitest palydjanak elnyultsdga. Ertéke egyenld az ellipszis cen-

trumanak és az egyik fékuszpont tdvolsagdnak, valamint az ellipszis fél nagytengelyének a hanyadosaval.
Zperihélium - égitest palyajanak a kozponti csillaghoz legkozelebb esé pontja.
3perturbdcié - pélyahdborgds, a bolygdk, iistokosok mozgdsaban mds égitestek gravitdciéjanak

kovetkeztében jelentkez6 zavar6 hatds



bolygdpdlyédkon kiviil tartézkodnak, palyasikjaik és a Naprendszer szimmetriasikja kozott
semmiféle Osszefiiggés nincs, palydjuk excentricitisa nagyon kozel van az 1-hez. A
masik csoportba a rovid periddusu iistokosok tartoznak, melyek keringési ideje 200 évnél
kevesebb, palyasikjaik illeszkednek a Naprendszer szimmetriasikjahoz, palydjuk excen-
tricitasa 0,2 - 0,7 kozé esik.

Mikor az iistokosoket felfedezik, csupdn halvany fényfoltok, Iényegesen kisebbek
mint a telihold. Amint a nagyobb iistokosok megkozelitik a Napot, fokozatosan fényes
csovit "eresztenek", amely a kodos kozépponti testtdl Oridsi tdvolsdgokig nyulhat. A
szabad szemmel is fényesnek tling iistokos ugyan ritka, évente mégis atlagosan 20-30
tistokost szoktak felfedezni. Egyes csillagdszok vélekedése szerint a friss iistokdsok
1dordl 1dore a hatalmas ugynevezett Oort-féle felhdkbdl keriilnek a belsé Naprendszerbe.
A felhd 40-50 ezer CSE-nyire* van a Naptdl és tobbszaz milliard potencidlis iistokost
foglal magaba. Mikor az {istokos még ebben a felh6ben jar, egyetlen szildd halmazal-
lapotu testbdl, azaz a magbdl all. Az listokdsmagok az dridsbolygdkon til taldlhatok,
és egy hatalmas felh$ formdjaban veszik koriil a Naprendszert. Eletiik nagyrészét ebben
az uUstokosfelhdben toltik, ekkor halvany, inaktiv égitestekként keringenek a Nap koriil.
Ilyenkor a kométa csak a Nap fényét tiikkrozi vissza, a Foldrdl rendszerint szabad szemmel
nem is lathatd. Az iistokosmag szén, szilikat és egyéb szildrd szemcsékbdl 4ll, melyeket
nagy mennyiségben jelenlévd fagyott gdzok ragasztanak ossze, f6leg vizjég, ammonia,
metan, széndioxid, szénmonoxid. A mag tomege igen kicsi, 103 — 10" kg kozott van,
atméroje pedig 1 - 100 km kozott valtozhat.

Az iistokosok csak akkor vdlnak feltlinévé, és nyerik el kozismert megjelenésiiket,
amikor 3 CSE tavolsagon beliill megkozelitik a Napot, a napsugédrzas és meleg hatdsara
elparolgé gézokat a kis tomegli mag, mivel nincs szdmottevd gravitacios tere, nem képes
megtartani, igy azok folyamatosan kidramlanak a bolygdkozi térbe. Van azonban egy
résziik, amely 1égkor formdjiban koriilveszi a magot, egy nagyméretii gazburkot alkotva,

melyet kémanak vagy fejnek neveziink. Az egyre er6so6d6 napsugarzas hatasara az tistokos

*CSE = csillagdszati egység, 1984-ben bevezetett 1976-0s IAU-konstansok rendszerének meghatdrozasa
szerint egyenl$ annak a korpdlydnak a sugardval, melyen egy elhanyagolhat6 tomeg( részecske T = 27mt/k
idG alatt tesz meg egy fordulatot a Nap gravtacids hatdsara a Nap koriil, ahol k = 0,017220209895 a

Gauss-féle gravitaciés dllandé



komdjat alkot6 gdzmolekuldk szétesnek egyszertibb gdzmolekuldkra, ezért térfogata igen
gyorsan novekszik. Ezen felszabaduldé gdazmolekuldk és részecskék adjdk az iistokos
fényét. Nemcsak a gdzok gerjesztett fényét, hanem a magbdl kiszabadult részecskék
reflexids fényét is lehet észlelni. A koma nagysaga fligg az iistokos gaztartalékaitol és
a Naptdl valé tavolsagtdl. Stirtisége roppant kicsi - 10000 - 1000000 részecske/cm3-,
mérete viszont elérheti az egymilli6 kilométert is. Egy fényesebb iistokos magja masod-
percenként akdr 100 tonna anyagot is veszithet, melynek egy része a kométa koriil marad,
mig a tobbi a bolygdkozbe tavozik. Mivel ekkora egy listokods tomegvesztesége, a teljes

szétoszlasa elott csak néhany ezer napkozeli dtmenetet élhet tul.



2. fejezet

Vid

Megfigyeléstol a modellezésig

2, 2

Csillagaszatban a palyaszamitas akkor kertiil el6térbe, mikor egy Gjabb égitestet fedeznek
fel. Nagy tistokosok esetén a palyat a Nap €s Jupiter gravitdcids vonzdsa hatirozza meg,
mig kisebbek esetén a mozgist még nagy mértékben befolydsold bolyg6 lehet a Saturnusz
és az Urdnusz. Igy egy igen bonyolult gorbét kell meghatdrozni. Ezt a palyat ha csak egy
rovidebb, néhany hénapos id6tartamra is, de jol kozelithetjiik egy perturbélatlan Kepler-
féle palyaval. Az iistokosok altal leirt palya nem teljesen illeszkedik egy Kepler-féle
gorbére, ezért nem is tudunk pontos palyaegyenletet megadni. Kozelitjiik ezt tgy, hogy
el6szor a lehetd legkevesebb megfigyelébdl egy kozelitd palyat hatarozunk meg. Mivel
a palyat hat fliggetlen adat (hat palyaelem) jellemzi, ezért harom megfigyelés az amely
elég adatot tud szolgdltatni. Egy megfigyelésbdl kapunk két fiiggetlen palyaelemet, a
rektaszcenziot és deklindciot. Az igy kapott palyat korrigalandd, még tobb megfigyelést
végziink gy, hogy a legjobban illeszkedd palyat kapjuk. A palyaszdmitdsra a jolismert
Gauss-modszert! hasznaljuk.

Legyen az ismeretlen palydn mozgé kisbolygd helyvektora az Nxyz heliocentrikus
ekvatoridlis koordindta-rendszerben (az xy sik az ekvator sikja, az x tengely a tavaszpont

felé mutat) r(x,y, z) , az Fxyz geocentrikus ekvatoridlis koordinatarendszerben

p(pcosxcosd, psinxcosd, psind),

!'Carl Friedrich Gauss(1777-1855) német matematikus, természettudés. Csodagyerek. Tinédzser volt,
mikor els6é attord matematikai felfedezéseit elérte. 24 évesen fejezte be f6 miivét, a Disquisitiones

Arithmeticae-t. 1d.még: http://hu.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss#.C3.89lete_fiatalkora



ahol p a tdvolsdg, « a rektaszcenzid, d deklinacid, a Nap geocentrikus helyvektora Fxyz-

ben R(X,Y, Z)! Barmely id&pontra fennall a
F=7+R 2.1)
vektoregyenlet. Komponensekben kiirva

pcosxcosd =x+ X,
psinxcosd =y +Y, (2.2)
psind =z+ 2

Ezekben az egyenletekben ismeretlen a g tdvolsag és az p x, y, z koordinatdkon
keresztiil a hat pdlyaelem. Az « rektaszcenziot és & deklindciét a megfigyelések szolgal-
tatjdk. A Nap X, Y, Z geocentrikus ekvatoridlis derékszogili koordinatdit a Fold mozgas-
elmélete alapjan a csillagdszati évkonyvek megadjék.

A pontos szamitasokban figyelembe veszik, hogy a Fold nem pontszerd, igy a fel-
szinén elhelyezked6 megfigyel6 kissé mads irdnyban latja a kisbolygdt, mint az a Fold
kozéppontjabdl latszana. A topocentrikus és geocentrikus megfigyelések kiilonbozdségét
az (3.1) jobb oldaldhoz adott ﬁM(XM, Ym, Zm) korrekcidval lehet figyelembe venni, ahol
Rm a megfigyel6 helyvektora Fxyz-ben. R koordinétdi a kbvetkezd Osszefliggésekbdl
szamithatok ki:

Xm = sinprRp cos s cos @,

Ym = sinpnRpsin s cos @, (2.3)

Znm = sinpp Ry sin @,
ahol p,, = 8794 a Nap ekvatorialis horizontalis parallaxisa, R a megfigyeld geocentrikus
tavolsaga a Fold egyenlitdi sugardval kifejezve, s a megfigyelés helyi csillagideje, ¢ a
megfigyeld foldrajzi sz€lessége. (3.3) a megfigyeld koordinatdit csillagdszati egységben
kifejezve adja.

Lathat6, hogy (3.2)-t harom megfigyelésre felirva kilenc egyenletet kapunk kilenc
ismeretlennel. Az ismeretlenek: a hdrom O tdvolsdg és a hat pdlyaelem. A pdlyaele-
mek ebbdl a kilencismeretlenes egyenletrendszerbdl hatarozhatok meg, ha teljesiilnek
a megoldhatésag feltételei. Az is lathatd, hogy ha a & tdvolsdgokat ismernénk, (3.2)-

t elegendd lenne két megfigyelésre felirni. Az ekkor ad6dé hat egyenletben csak a hat

6



palyaelem lenne ismeretlen, ahonnan azok meghatarozhat6k. Innen adddik az az otlet,
hogy a tavolsdgok meghatdrozasat célszer kiilonvalasztani a palyaelemek kiszamitasatol.
Ennek megfelelen a hdrom megfigyelésbdl torténd kozelitd palya meghatdrozdsanak két
6 része: a tdvolsdgok meghatdrozasa, majd a palyaelemek kiszamitasa.

Tegyiik fel, hogy a harom megfigyelést a t; < to < t, id6pontokban végeztiik! A t;
idéponthoz tartozé mennyiségeket jeldljiik 1 index-el (1 = 0,1, 2). irjuk fel (3.1)-eta t;,

to, t; idOpontokra:

51 - T_:1 + ﬁh
5o = To + Ro, (2.4)
P2 =T2+ ﬁz-

A p1, po, p2 tdvolsdgok meghatdrozasihoz kiiszoboljiik ki (3.4)-béi az 74, Ty, T2 vektorokat!
Mivel a kisbolygé a feltevés szerint Kepler-féle mozgast végez, az 71, 7o, T2 vektorok egy
sikban vannak. Feltéve, hogy ezek mind kiilonboz6k (ami ésszeri feltevés), koziilitk

barmelyik, pl. Ty kifejezhetd a mésik kettS linedris kombindcidjaként:
To = NT7 + NyTs. (2.5)

Az (3.5) 0sszefiiggés dinamikai meggondolds alapjén is levezethetd. A Kepler-mozgast

végz{ kisbolygo r(t) helyvektora ugyanis kielégiti az egycentrum-probléma
- —%F 2.6)

mozgdsegyenletét. A pdlyaszamitds céljara vezessiik le ennek az id6 hatvanyai szerint
haladé hatvanysor alaki megolddsat! A Nap-kisbolygd kéttest-probléma esetén a p =
k?(m; + m,) Osszefiiggésbdl a kisbolygd m, tomegének elhanyagoldsdval, és a Nap m,

tomegét 1-nek valasztva kapjuk, hogy pu = k?.



3. fejezet

A kéttest probléma tanulmanyozasa

A kéttest probléma: Két pontszeriinek tekintett test, jelen esetben az iistokos és egy na-
gyobb bolygd, csillag (Nap) mozgédsdnak meghatdrozdsa, ha rajuk csak a Newton-féle

kolcsonos gravitacids vonzoerd hat.

3.1. Mozgas egyenletek

Az Oxyz inerciarendszerben jeloljiik P;-gyel a csillagot (Napot) és P,-vel az megfigyelt
tistokost, melyeknek tomege m; illetve m;, helyzetvektoraik, pedig rendre 7 = OP,
és 73 = OP,. Mint mér a kéttest probléma megfogalmazasaban mar emlitettem a két
pontszerilinek tekintett testre csak a Newton-féle gravitacios erd hat, melyet F;-vel illetve
F}gyel jeloliink. Nagysaguk:

oMy - My
'rz

)

-5 -

ahol k a Gauss-féle tomegvonzasi dlland6 (ardny), valamint

T = HTz—T1|| = \/(Xz—X1)2+ (92—91)2-1- (22—21)2, H = (x,Yi,21), 1=1,2

A két er6 kozti osszefiiggés, pedig: F; = —F,. Ezen jelolésekkel felirva Newton mésodik

torvényét! megkapjuk a kéttest probléma mozgdsegyenletei:

mi-c?i:Fi, ai:?, 121,2

'Newton II. torvénye - Egy pontszer(i test a gyorsuldsa egyenesen ardnyos a testre hatd, a gyorsuldssal

azonos irdnyu F erével, és forditottan aranyos a test m tomegével.
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A gravitdcios erbket behejelyettesitve €s a gyorsuldst a helyzetvektorok segitségével felirva,

kapjuk:

my-my T
T

3 (3.1)

my -t = kz

illetve
my - My
T‘Z

==

m -1, = —k? (3.2)

A tengelyekre levetitve kapunk hat (3n) darab médsodrendii differencidl-egyenletet, ami
tizenkét (6n) els6rendd differencidl-egyenletet jelent. A megolddsokat az els6 integralok
segitségével keressiik, melyekbdl tizet ismeriink: tomegkozépponti integrédl (hat darab),
impulzusmomentum integral (hdrom darab) €s enegia integrél (egy darab).

1. A tomegkdzéppont-integralok:

A (3.1) és a(3.2) osszeadva, majd a kapott egyenletet id6 szerint kétszer derivalva kapjuk:
mirs + mor, = d, myry+ mory = dt+ 6, (3.3)

ahol @ és b konstans vektorok. Az @ az Osszimpulzus. A rendszer tomegkdzéppontjanak
az r¢ helyzetvektora
S TyTy o+ mor;

= - 3.4
re my +m; S

Az egyenlet a (3.3) képlet alapjan:
(my+ma)re=d, (mi+my)re=at+b (3.5)

alakban irhatd, melybdl re =0, azaz Pe tomegpont nyugalomban van, ellenkezd esetben
pedig egyenesvonald egyenletes mozgdst végez vagy nyugalomban van (ha a = 0), amit
a tomegpont megmaradasanak tétele is kimond.
A (3.3), illetve a vele ekvivalens (3.5) egyenleteket, melyek a tomegkdzéppont-integ-
ralok, komponenseikben felirva a Py és P, mozgasegyenletrinek hat els6 integraljit kapjuk.
2. Az impulzumomentum-integral:
A (3.1) egyenletet T7-ral és a (3.2) egyenletet pedig r5-ral vektoridlisan megszorozva,

majd ezeket 0sszeadva kapjuk, hogy:

T1 X MT] + 12 X myrs =0
Ezt az egyenletet id0 szerint integrdlva irhato:
T1 X MT] + T2 X Mots = C, (3.6)

9



ahol C egy konstans vektor, a rendszer impulzusmomentuma. A (3.6) pedig az impulzus-
momentum-integral, melyet komponensekben felirva a mozgasegyenletek harom tjabb
elsd integréljat kapjuk.

3. Az energia-integral:
A (3.1)-et ¥3-tal, a (3.2)-0t pedig 13-tal skaldrisan beszorozva, majd a kapott egyenleteket
Osszeadva kapjuk, hogy:

mimz._, - 5
T(ri —13) = —k*—3
T T

RN AN mim;._,.,
i1+ Mmooty = k? T

Ha mindkét oldalt id6 szerint integraljuk, megkapjuk az energia-integralt

1 . 1 - mim;
zmﬂ? + zmz@ = kz—T +H, (3.7)

ahol H konstans. Az egyenlet bal oldaldn a rendszer kinetikus energidja 4ll, —k*m;m,/r
a potencidlis energia, mig a H konstans az energiadlland6. Ezen egyenlettel megvan a

mozgasegyenletek tizedik els6 integralja, ezek a klasszikus els6 integralok.

3.2. Relativ mozgas egyenletei

A relativ mozgds tanulmanyozdsanak megkonnyitésére felvesziink egy C kezd6pontd
inerciarendszert, melyben a P,-nek a Pire vonatkoztatott relativ mozgasit vizsgaljuk.
Bevezetve a s7 = 17 — r¢ valamint s = 15 — 1, majd id6 szerint kétszer derivélva

kapjuk, hogy: s; = 17 illetve s> = 15. Ekkor a mozgdsegyenleteket

B myp - Mmp T
my s =kI——— - - (3.8)
2
T T
>, my - My T
my-s;=—k'—— - (3.9)
T T
alakban frhatéak. Mivel r¢ = DML frhatjuk, hogy
my +my
e YT+ Moy T A MpT — My T — Mot my - (12 —717)
=T — = = — .
mp + mp mi +m; mp +mp
Analég m6don
o (r2—711)
my + my
Azaz:
N m; - T N mq - T
S1=——m"——, S = ——— (3.10)
my + mp mi + mp



A kapott egyenleteket kétszer id6 szerint derivalva s = —ﬁ? , amit a (3.8) egyen-
letbe helyettesitve:
mp-m; -, my-m;,
_ M M2 e T Mo
my+my T3

(my - my)-vel egyszer(sitve felirhatjuk a tomegpont koriili mozgast leird
F=—2F (3.11)

mozgéasegyenletet, ahol p = k%(m, + m,).
A relativ mozgést leiré (3.11) egyenletet id6 szerint egyszer derivdlva kapjuk, hogy

barmely T : [to, t,] — P> megoldds esetén 3 ¢ dlland6 vektor dgy, hogy
FxT=C. (3.12)

A ¢ 4lland6 vektor értéke 0 , akkor az iistokos (P,) egyenes mentén mozog, azaz 3 A € ‘R
tgy, hogy ¥ = A -V, ami azt jelenti, hogy 7||V. Ellenkezd esetben, mikor a € # 0 a mozgés
sikban torténik, melynek egyenlete x1c1 + x2¢2 + x3¢3 = 0, ahol ¥ = (x1,%2,X3), € =
(c1,c2,c3). Valdban, hisz (3.12) beszorozva skaldrisan 7-rel, kapjuk: ¥ - ¢ = 5, ami a
mozgés sikjat adja.

A relativ mozgédsegyenlet egy kovetkezménye még Kepler éltaldnositott térvénye,
mely szerint P;-nek Py koriili mozgdsa sordn a vezérsugdr altal surolt teriilet-teriiletvaltozas

egy bizonyos irdnytdl kiindulva ardnyos az idovel.

3.3. Az allandok

Az el6z6ekben mar lattuk, hogy 1éteznek olyan, a két testre vonatkozd Osszefiiggések,
melyek a mozgds teljes id6tartama alatt dlland6 értéket adnak. Ilyen példaul abszolut
mozgés esetén az impluzusmomentum integral, energia integrél, relativ mozgas esetén
pedig a Laplace integrdl €s szintén az energia integrdl. Az abszoldit mozgds impulzus-
momentum integrdljdnak és energia integriljanak levezetését mar fennebb lattuk az els6
integralok kapcsan, ezért csak kijelentem az 6sszefliggéseket:

impulzusmomentum integral:
T1 X Myt + T2 X Mot = C, (3.13)

11



ahol ¢ dllando,
energia integral:

T+V=H, (3.14)

ahol T = M, V = —U=—k*™™ H pedig az energia dllandd.
A relativ mozgést leiré (3.11) egyenlet barmely megoldésa esetén szintém 4 H € R
energia allandé ugy, hogy

Ta_v_y (3.15)
2 T

ahol ¥ és T azonos irdnydak. A (3.15) egyenletet kapjuk, ha (3.11)-et skaldrisa megszoroz-

zuk T, majd id8 szerint derivéljuk:

d(t) dr

L d a(¥)
dr dt dt

dt

R ST L

T T 2 dt )= (ET)_

=0,

azaz 3 H dgy, hogy (3.15) egyenlet igaz legyen.
Induljunk ki szintén a (3.11) relativ mozgasegyemletbdl. ElGszor szorozzunk be ¢ =

¥ x T vektorral, majd a kapott egyenletet derivaljuk egyszer id6 szerint:

Fo—Lro P = —E(rx(ixP) = Fxe = S (-7 = Fxe = — L EF
3 3 T 12 T
Tudva, hogy d%(? €) =¥ x €+ 0 ezért frhatjuk:
d . d(&)dr wdr d . d d u -
—(Px) = T Fa BT N T (Fxd) = — (57 —(Fxc—EP) =0
dt( <€) dr at | rat dt(rxc) dt(rr):>dt(T><C rr) ’

?xé—%:x. (3.16)

A kapott integrdl Laplace integrdlnak nevezziik, a A pedig a Laplace dllandoé.
A bemutatott dlland6knak fontos szerepiik van a palyaszamitasban, hiszen ezek szol-
gdlnak a szamitdsok ellendrzésére, mivel a mozgds teljes idejére alatt értékiik nem val-

tozik.
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4. fejezet

Egyenletek implementalasa

A mozgas modellezéséhez sziikség van a Cauchy-feladat (kezdetérték feladat) megfogal-
mazdasdra, azaz mi a csillag és tistokos "induldsi" koordinétdja. A kovetkezd jelolésekkel
megadott kezdeti feltételek esetén 17 (t = to) = 17, T2(t = to) = 12, (r?o = vy, r?o =
V2, r'?o = V7, rz) = v3,) a megolddsok 1,72 : [to,t,] — P> meghatdrozdsa ezek
folytonos megfigyelésével torténik.

Tekintsiik az

L=T-V (4.1)

Lagrange fiiggvényt, ahol

1 1
T= z(mﬂ’% +myv3) = E(TTH (%1% +y1° + 21%) + ma(x2” + y2” + 227))
valamint
m m — —
V=-U=-G—7 r= -7 = Va2t 2 -y + (22— 21)?

ahol G a Gauss féle gravitdcios egyiitthatd. Behelyettesitve a (4.1) egyenletbe kapjuk:

1 mm
L= 5(mi(xi® +yi® +20%) + ma(” +42* +22°) + G ‘T 2, 4.2)
Bevezetve a kovetkezs jeloléseket, melyekre sziikség lesz a kanonikus egyenletek felitdsanal:
oL oL oL P12
ax-i L pXi) aU1 L pyi) aZl L pz:l) — Ihy4&y

majd a szamitdsokat elvégezve:

1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1.
pm—EthXZ_EXZ’ py1—Ey1>pyz—Ey2> pZ1_EZ1)pZZ_EZ2

]
(4.3)
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Osszefliggéseket kapjuk.

Mivel a rendszer konzervativ a Hammilton foggvény H = T + V alakban irhat6, mely

egyben az energiadllandé is. Behelyettesitve a mozgasi energidt és a potencidlis energiat

kapjuk:

H= %(ﬂh (X12 + U1 + Z1%) + ma(X2” + 42”4+ 227)) — Gm]rmz'
A (4.3)-as jeloléseket haszndlva a (4.5) egyenlet tovdbb irhat6

H= %m](pi +p5, +Pp2)+ szz(piz +p5, +p2,) — GmLmz

alakban. Ekkor felirhat6ak a kanonikus egyenletek, melyek dltalanos alakja:

~dH _ 0H

i= , Pi=—5—, 1=1,... n
q opi P 04 ' "

A kéttest probléma esetében ezek a kovetkez6 képpen alakulnak:

oH . 0 (_Gmﬁﬂz) . Gm1m2 or __Gm1m2(xz—x1)

6x1 6x1 T T2 6x1 T3

Anal6g médon felirhato:
oH B Gm1m2(xz — X1)

0X2 T3
OH  Gmima(y2—yi)
oy; T3
oH _ Gmimz(y2 —y1)
oys T3
oH Gmimy(z; — z1)
0z 13
OoH  Gmymy(z; — zq)
0z, 3 '
Tovabba:
oH 1 oH 1
P = prl, m T m Px,
oH 1 oH 1
0py, Epyw 0Py, N mzpyz
oH 1 oH 1
., = EPM) E = mzpzz

14

4.4)

4.5)



Tehat a kanonikus egyenletek:

| o1
X1 = 7Py X2 = 15 Px
o1 o1
Y1 = 7, Puir Y2 = 1, Pw
o1 o1
21 = 7Pz 22= 7Pz
(4.6)
_ Gmmy(xa—x1) - Gmymy(xa—x1)
p)q - r3 ) pxz - r3
- _ Gmyma(y2—v1) - Gmima(y2—u1)
Py=—""m > Pp="53

- Gmimy(z2—2z1) - Gmymy(zz—2z1)
pZ] - 3 y pzz — =R

A fenti egyenletek levezetése a Matlabban valé implementdldshoz volt sziikséges. Sorra

a Xi, Yi, Zi, Px;» Pyy» Pz az Y vektor elemei lesznek,

Y MATLABEpS  work' kettest.m ) =101 =]
File Edit View Text Debug Breakpoints Web Window Help
DEE|B2R | #AF | Q8| Bix

‘ 1 funcrion dy=kettest(t,¥,param); =l
I 2|= wml=param(l);

3li= mE=param();

4= G=param(3);

8| r=sgrti(y(d)-v(1))*E+(F(S)-YI2) ] 2)+(¥i6)-7(3));

6| = r3=r"3;

il dy=zeros(8,1):

Bl=| dy(li=¥(7)/ml;

8| dy(2)=¥(8]/ml;
10]= dy (3)=v(9) /ml;
1= dyi4)=¥(l0)/n2;
12|=| dy(5)=y¥(ll)/m2:
13|=| dyi(e)=¥(lZ)/m2:

14— Ay (7)=(G"nl*m2* (¥i(4)-¥(11)1)Fr3:
gl Ay (8)=(G"nl*nZ* (¥(5)-¥(2))) Fr3:

16(— dy (9) = (G*nl*m2* (y(6)-¥(3))) f£3:

17— dy (10} =— (G*ml*m2* (¥ (4)-¥i(1l)) ) e3:

18— dy (1l)=-(G*ml*ma* (¥ (5)-¥(2)) ) c3;
19)=| dy(l2)=—(G*nl*n2* (¥ (6)-¥{3)) ) /r3; —

4] =
] kettosinga.m kettestm l relativ.m | ize.m I inga.m I
|kettest [Lh14a  cCol7

1. dbra A kanonikus egyenletek implementaldsa

amiket az ode45 fiiggvény ([T,Y] = oded5(@kettest, [tk tv], kezdfelt, [],param);)
segitségével integrdlom, ami az y’ = f(t,y) differenciél egyenletet integrdlja tk-t6l tv-
ig mikor a kezdeti feltételek x1,y1,z1,x2,y2,z2,px1,pyl,pzl,px2,py2,pz2, mig a
param vektorban megadom a G Gauss-féle gravitaciés allandét, az my, m, tomegeket.
Az integrélds eredményeképp megkapjuk az Y-ban az integrdlds eredményét minden val-
tozéra. Ekkor mar csak az dbrdzolds van hatra. Hirom dimenziéban a kovetkez6 kezdeti

értékekre
my =6;m; = ],1'_1) = (0,0,0),TE = (_1)O>O);pr1 = (Oazao);prz = (0>2)0)vG =1
a kovetkez6 palyat kapjuk:
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) kéttest probléma

File Edit view Insert Tools Window Help

A mozgas modellezése
[Map - piros: Bolyad - fekete]

Keringés
2. abra Egy nagyobb iistokos keringése egy kisebb csillag koriil

Relativ mozgés esetén a kapott r1(1), m2(i), i = tk, ..., tv kapott értékeit egymashoz
viszonyitva vizsgaljuk. Azaz (x, — xq)-et viszonyitjuk (y, — yi)-hez és (z; — z1)-hez,

melyet kirajzolva:

Egymazhoz wizzonpitott relativ mozgas

045

-0.5

-0.5

3. dbra Egymashoz viszonyitott relativ mozgas

abrat kapjuk. Id6hoz viszonyitva pedig:

1d6 fiiggwényében [piros: xN-ub; kék: yN-yb)

0.4 T T T T T

02r

K] &

-0.4

06

08 =]

4. abra Id6hoz viszonyitott relativ mozgas
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A helyes integralds ellendrzése végett dbrdzoltam a mozgds dllandokat. Az energia al-

2 2 2
landé H = 2 Py, 1Pz,
2xml

i, +pg, 0,

v — Smumz. kékkel ldthat, mely majdnem (szamita-
my T

_|_

sok finomitasdra van még sziikség) allanddsdgot mutat a mozgés, ideje alatt, mint ahogyan

aK=(x1-py,) — (U1 Px) + (Xx2-Py,) — (U2 Py, ) dllanddsdga latszik:

A K [piroz] éz H [kék] vizzgalata

_15 1 1 1
a 5 10 15 20

5. dbra Allanddk vizsgdlata a mozgds ideje alatt

A program természetesen még fejlesztés alatt 4ll, szeretnék pontosabb palydkat meghatdrozni,
jobban kozeliteni az iistokosok valddi palydjat, hisz az kirajzolt ellipszisek (spirdlok) csak

egy bizonyos iddintervallumon illeszkednek a valédi pélydra.
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