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1. Bevezeto

1.1. A Fibonacci szamok és az aranymetszési allando

Fibonacci, hivatalos nevén Leonardo Pisano (1. dbra),
a Liber Abaci ciml konyvében egy olyan feladatot
vetett fel, amelynek megolddsa egy rekurziv szam-
sorozat. Ezt a sorozatot Fibonacci-sorozatnak nevez-
ziik és minden eleme — az elsé kettd kivételével —
egyenld az eldzd két elem Osszegével. A sorozat
gyakran megjelenik a tudomany kiilonb6zo tertiletein,
mint a geometria, bioldgia, miivészet €s épitészet [1].
Példaul, azt, hogy egy novény esetében a szaron
felfel¢ haladva hany csavarulat mentén hany levelet

érintve jutunk el egy olyanhoz, amely egy alsobb

levéllel fliggbleges iranyban feddhelyzetben van, a
Fibonacci-sorozat mutatja meg [5]. A mandulafa 4gan 1. dbra: Fibonacci
valamelyik levélbol kiindulva és az 4g vége felé haladva, egyetlen levelet sem kihagyva, éppen
Otszor kell megkeriilni az agat, mig olyan levélhez érkeziink, amely a kiindulasi levéllel azonos
allasu, és kozben éppen 13 levelet szamlalhatunk meg. A kortefa 4gain harom-menetes e csavar
¢s ekozben 8 levél helyezkedik el. Az égerfa 4dgain kétmenetes a csavar és kozben 5 levél
talalhato. A szamok éppen a Fibonacci-sorozat olyan elemparjai, amelyek masodik szomszédok.
Emlitésre méltd a napraforgd tanyérjan spiralis alakban elhelyezkedd magok szdma is. Az egyes
spiralok pozitiv, méasok negativ forgasirdnyban helyezkednek el a napraforgd tanyérjaban, és ha
Osszeszamlaljuk az egyes spiralis karokon levé szemeket, a napraforgd tanyérjanak nagysagatol
fliggden, Ojra csak Fibonacci-szamokkal talalkozunk: 21 és 34, 34 és 55 vagy 55 és 89 [6].

A matematikusok nagyon sok érdekes Osszefiiggést fedeztek fel a szdmsorozatot tanul-

manyozva.



1.1. Ertelmezés. A Fibonacci-sorozat a kovetkezé képpen értelmezheté:

F,=0, F,=1, F=F, +F, &6 Yn>2.

A Fibonacci-sorozat néhany tagja:

0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34,55, 89, 144, 233, 377, 610,...

Fibonacci, a Liber Abaci cimii konyvében, a kovetkezd feladattal vezette be a Fibonacci-

szamokat:

Egy mezdén €l egy par kisnytl. Ha a kisnyulak egy honap mulva vélnak felnétté, és
minden feln6tt nytlparnak havonta sziiletik egy par kisnyula, akkor hany nyul lesz a mezdn n

hoénap mulva?

Megoldas. Az els6 honap végén csak egy par

nyul van. Két honap mulva két par nytl lesz, “(‘\

az egyik ezek koziil ujsziilott. A harmadik

honap végén az eredeti parnak megsziiletik a ““
masodik par kisnyula, igy most mar harom N l / 1 I \

par van a mez6n (2. dbra). A negyedik honap / \
végén a legidésebb parnak ujabb kicsinyei (‘\ (“ (‘\ - (‘\
lesznek, ¢és a madasodik honapban sziiletett ( ' il ( I il

nyulpéarnak is megsziiletnek az elsd kisnyulai, 2. abra: Fibonacci nyulai

igy Osszesen mar 5 par nyuszi van. Igy folytatva a gondolatsort, megfigyelhet, hogy a

megoldast éppen a Fibonacci-sorozat n-edik tagja adja meg.

Honap 1 2
1

3 4 5 6 n
Nyulak szama 1 2 3 58 F,
A Fibonacci-sorozat szoros kapcsolatban van az aranymetszéssel. Az aranymetszési allando

pontosan megegyezik a sorozat egymast kovetd elemei hanyadosdnak a hatarértékével. Ezt az

145
2

allandot a gorog phi betiivel jeldljiik és értéke ¢ = =1,61803398874989... .



1.2. Binet-formula

Jacques Philippe Marie Binet (1786 — 1856) francia matematikus volt, aki jelentds eredményeket
ért el a szamelméletben Az 6 nevéhez flizddik a Binet-formula, amely egy explicit eldéllitasa a

Fibonacci-szamoknak az aranymetszés segitségével.

1.1. Tétel. VYV neN természetes szamra

1++/5

2

Pl

5

(57

Ez a formula a Fibonacci-sorozat zart alakja és Binet-formulanak nevezzik.

Bizonyitas. Adott a Fibonacci-sorozat:

F .,=F _+F, , F,=0, F=1.

n+1

Hatarozzuk meg a sorozat r" (r#0) alakd megoldasait. Legyen

+2 +1
F e F, . =r", JF =", r#0 .

n+2 n+

Ekkor, behelyettesitve az egyenletbe, a kdvetkezdt kapjuk:

n+2 n+tl__ _n O

r —-r r =

n

#" -nel egyszeriisitve az r*—y—1=0 karakterisztikus egyenletet kapjuk, amelynek a megol-

dasai:
1445 _1-45
r\= B Vo=—7F1—
2 2
Az r/= ! +2\F5 és r,'= (léi) megoldasok linearis kombinacidja is megoldasa az

egyenletnek, vagyis: F,=Ar,"+Br,".

A kezdeti feltételekbol (F,=0 , F,=1) meghatarozhatjuk 4-t és B-t:

— =
|15 p(1=05 ) V5
2 2 B:—?




Ebbdl kovetkezik a Binet-formula;:

po L1445 n_i(l—ﬁ)nzi 1+45 "_(1—6)” .
s 2 ) Vsl 2 ) s| 2 2 )
1.2. Tétel. Igazolhatd, hogy
hm n+1:1+\/§:¢ )

n— o n 2

ami pontosan az aranymetszési allando.

{15\ (125 14y
. F+1 . \/g 2 2 2 -0 1+\/§
Bizonyitds: lim ——= lim - T - 10— 2 O
n—o n n—o L 1+\/§ B 1_\/5 —
V5[\ 2 2

1.1. Kovetkezmény. A Binet-formulabdl kovetkezik, hogy az F, elég nagy n természetes szam

n

esetén kozel van a NG irracionalis szamhoz.

10
Példa: F ;=55 esetén %N55.00364 .
1.3. Az aranymetszési allando a geometriaban

Az aranymetszésnek igen nagy jelentdsége van a geometriaban. Euklédeszi uton megszer-
keszthetjiik az aranymetszés aranyat. Az érték megjelenik az egyenlészard haromszog és a

szabalyos 0tszog szerkesztésénél, és a Fibonacci-spirallal is kapcsolatos.

Geometridban aranymetszésnek nevezziik egy mennyiség (pl. egy szakasz) két olyan
részre bontasat, melyek koziil a kisebbik gy ardnylik a nagyobbhoz, mint a nagyobbik az

egészhez.



A P E
3. abra: Aranymetszés aranya

Vegyiink egy egységnyi hosszusagl AB szakaszt €s jeldljilk P-vel az aranymetszés szerinti

osztopontot, x-szel pedig a rovidebb szakasz hosszat (3. dbra).
Ekkor felirhatjuk:

X :(l—x)
(1—x) 1 7

ahonnan
(1-x)*=x, azaz x*—3x+1=0.

3+4/5 3—5

7 De x<1, tehat: xZT.

35 _45-1
2 2

A gyokok: x, ,=

, , , 1—x
Innen az aranymetszés aranyszama: B =1—-x=1

Ez az aranyszdm pontosan megegyezik a Fibonacci-sorozat szomszédos elemei hdnyadosanak

hatarértékével.

Most vizsgaljuk meg, hogyan lehet megszerkeszteni euklédeszi Uton az aranymetszés
aranyat. A 4. abran lathatdé AB=a hosszisagl szakasznak azt a belsé C pontjat szeretnénk

megszerkeszteni, amely a szakaszt az aranymetszés szerint osztja két részre.

4. abra: Aranymetszés szerkesztése



Els6 l1épésként vegylink fel egy, az A ponton atmend, az AB egyenesre merdleges egyenest, €s

mérjink fel erre az 4 pontbol kiindulva OAZ% tavolsagot. Ennek O végpontja, mint

kozéppont kortil rajzoljunk egy % sugaru kort. E kornek az 4 ponthoz tartoz6 érintdje az AB

egyenes. Rajzoljuk meg az OB egyenest. Ennek a korrel vald metszéspontjai £ €s F. Az A pontot
az E és F pontokkal 0sszekotve a BAE €s BAF haromszogeket kapjuk. A két haromszog hasonlo,
mivel a B csucsnal levo szog kozos, tovabba BAE <=BFA < (keriileti szogek).

Jeloljik a BE szakasz hosszat x-szel és rajzoljuk meg a B kozéppontl, x sugaru kort. Az AB

szakasz és a kor metszéspontjat jeldljiikk C-vel.

a
A BF szakaszra érvényes a kovetkez6 Osszefiiggés: BF =x+2 S =xta.

Felirhatjuk a kdvetkez6 aranypart:

_a
a x+ta’

s L a—x _ X
ahonnan a"=x"+ax , vagy masképpen T 4

A kapott egyenldség éppen azt fejezi ki, hogy az AB szakasznak a C pont az aranymetszés
szerinti osztopontja, ugy, hogy AC az aranymetszés szerinti kisebbik, BC pedig a nagyobbik

szakasz.



2. Probléma megfogalmazasa

Egy olyan alkalmazas, amely magéaba foglalja az emlitett geometriai szerkesztéseket nyereség
lenne azok szamara, akiket érdekel a Fibonacci-sorozat és a rejtélyes aranymetszési allando.
Ebbdl az otletbdl kiindulva sikeriilt elkésziteni egy olyan Flash-alkalmazast, amely roviden
ismerteti a felhasznaloval Fibonacci életét és munkdassagat, tovabbd meglehet tekinteni a
Fibonacci-szamok bevezetd feladatat. Az alkalmazas egyik legértékesebb része az aranymetszés
aranyanak megszerkesztése €és a Fibonacci-spiral 1étrehozéasa. Ezek latvanyos, dinamikus modon
torténnek, 1épésrdl-1épésre kovethetden. A cél egy minél tobb geometriai szerkesztést tartalmazo

oktatoprogram, amelyet sikerrel lehessen hasznalni a tanitasban.

3. Informatikai modszer

Az Adobe Flash multimédia technologidk halmaza. Az Adobe Systems termékcsaladba tartozik
¢s egyre tobben hasznaljak az alkalmazast weboldalak fejlesztésére. A Flash alkalmas animacié
¢s interaktiv adatok beszlrasara, ezaltal érdekessé és latvanyossa téve a weboldalakat, illetve
ujabb fejlesztések segitségével programokat is lehet benne irni. A grafikdk, az animacid, a hang
¢s az interaktivitas segitségével a Flash képes oktatni, szorakoztatni és altalanos informécidkkal

ellatni benninket.

Az Adobe Flash CS3 verziot hasznalva, amit 2007-ben adtak ki, elkésziilt egy olyan
alkalmazads, amely a Fibonacci-szdmokat ¢és az aranymetszési allandét mutatja be a
felhasznaloénak. Az alkalmazas tartalmaz geometriai szerkesztéseket is, amelyek rdmutatnak az
aranymetszés jelentdségére és érdekességére. Az alkalmazas felépitése lehetévé teszi, hogy a
felhasznald6 gombnyomadssal irdnyitsa a szerkesztések folyamatat, ez a tulajdonsag kdnnyebben

kovethetdvé és atlathatova teszi a programot.

3.1. Alkalmazas bemutatasa

Az alkalmazast elinditva, a bevezetd oldalon lathaté Fibonacci arcképe €s, animaciot hasznalva,



folyamatosan megjelenik az olasz matematikus életérdl és munkassagardl szold rovid ismertetd

szoveg (5. dbra).

Fibonacci

Leonardo da Pisa 1170 és 1180 kdzott szlletett O Az olasz ikus ,Fibonacci” néven valt ismerté - ami a ,Filius Bonacci™
réviditése, annyit jelent, hogy ,Bonacci fia”. Apja a gazdag itéliai varosnak, Pisa-nak volt kereskedelmi GigyvivSje Algirban. Leonardo itt tanulta a
ika alapjait. A ika mellett elsajatitotta az arab nyelvet és felébredt érdeklédése az arab nyelvl tudomanyos irodalom irant is.
Mint kereskedd bejarta Sziriat, Eszak-Afrikat, Hispaniat, Sziciliat. Vele szlletett etetével, nyitott sokat utazott.
Megismerkedett a kor ismert szdmitdsi metédusaival. 1202-ben irta a Az abakusz kényve (Liber abaci) cim( mdvét, amit jelentdsen dtdolgozott
|:ziHmn Ez a flgyelemre méltd kdnyv egyike volt azon fontos munkaknak, amelyek révén Europaban elterjedt az uj aritmetika és egyéb

k. Leonardo az arabok munkaibél meritett ismeretanyagot rendszerezett benne, egyes vonatkozasokban
kiegészitette azt, mint 6 maga mondta, Eukleldész iai - lényeg tehdt ugy antik -, és mindehh
még sajat feladatait és Az egy olyan munka lett, amelynek mér a terjedelme is csoddlatra mélto: Az abakusz
konyve o 15 fejezetb 6l &l és ny kiadasban 450 oldalt szdmlalt, s hathatésan kozrem(kodott a hindu — arab szdmrendszernek

Nyugat — Eurépaban valé elterjesztésében.

Fibonacci Bevezetd feladat Aranymetszési allandd Aranymetszési allando szerkesztése Fibonacci spiral

5. abra: Elsé oldal

A Fibonacci nevi oldalt kovetden, a felhasznald6 megtekintheti a Fibonacci ,,nyulair6l”
sz0l6 bevezetd feladatot. A Bevezeté feladat cimli oldal tartalmazza a feladat szovegét,
megoldasat és egy animalt abrat is (6. dbra). A Tovabb gombra kattintva, az abra nagyobb
méretben is megtekinthetd és konnyen kdvethetd rajta a parhuzam a nyulak szaporodésa €s a

Fibonacci-sorozat elemei kozott.

Bevezeto feladat

Eqy mezdn él egy pér kisnydl. Ha a kisnyulak

egy honap mulva valnak felnétté, és minden
felnétt nyalparnak havonta sziletik egy par
kisnyula, akkor hany nyul lesz a szigeten n honap
mlva?

Megolda’s. Az elsé honap végén csak egy par nyul
van. Két hénap mulva két par nyal lesz, az egyik ezek ‘ g
kézul djszalétt. A harmadik honap végén az eredeti

parnak megsziletik a masodik par kisnyula, igy most g 3
mar harom par van a mezén. A negyedik honap végén

a legidésebb parnak Gjabb kicsinyei lesznek, és a g N K N

masodik hdnapban sziiletett nydlparnak is

megsziiletnek az elsé kisnyulai, igy Gsszesen mér 5 par ‘ u ‘ y K u

nyuszi van. igy folytatva a gondolatsort,

megfigyelhetd, hogy a megoldést éppen a Fibonacci-
sorozat n-edik tagja adja meg. K N K y g y ‘ g g N

Fibonacci Bevezetd feladat Aranymetszési allandé Aranymetszési dllandé szerkesztése Fibonacci spiral

Tovabb »

6. abra: Mdasodik oldal
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Ezek utan kovetkezik az aranymetszési allanddé bemutatdsa. Az aranymetszés ardnyai
felfedezhetok az oOkori ¢€pitészetben, reneszansz miivészeti alkotdsokban, zenemiivekben,
festményekben, sOt, még a természetben is eléfordulnak egyes csigafajtdk gorbiileteinek
egymashoz vald viszonyédban, bizonyos fak, ndvények leveleinek méreteiben, egyes virdgfajtak
sziromleveleinek szdmaban [6]. Ugyanakkor tudjuk, hogy az érték szoros kapcsolatban all a
Fibonacci-sorozattal, hiszen a sorozat egymast kovetd elemei hanyadosdnak a hatarértéke
pontosan az aranymetszési allando:

. F
lim = =¢ .

n— oo n 2

Mindez megtalalhatd az Aranymetszési allando nevii oldalon.

Az Aranymetszeési dllando szerkesztése nevii oldal bemutatja 1€pésrol-1épésre, hogyan kell
egy téglalapot az aranymetszés aranyai szerint felosztani (7. dbra). A szerkesztés a Vissza és

Tovabb gombokkal iranyithato.

Fibonacci Bevezetd feladat Aranymetszési allando Aranymetszési allando szerkesztése Fibonacci spiral
« Vissza Tovabhb »
7. abra: Negyedik oldal
A szerkesztés végére érve, az abra szemlélteti, hogy a kisebbik téglalap ugy aranylik a nagyhoz,

mint a nagyobbik az egészhez, animéciod segitségével.

Az alkalmazas egyik legérdekesebb szerkesztése a Fibonacci spirdl. Ezen az oldalon
kovethetd a Fibonacci-szamoknak megfeleld oldalhossziisagh négyzetek egymas mellé
helyezése, és azoknak a koriveknek a megrajzolasa, amelyek alkotjak a Fibonacci spiralt (8.

abra). A felhasznal¢ itt is befolyasolhatja a szerkesztés 1épéseit a Vissza és Tovabb gombokkal.

10



Fibonacci  Bevezetd feladat  Aranymetszési dllandé Aranymetszési dllando szerkesztése Fibonacci spiral

8. abra: Otédik oldal

A .fla kiterjesztés Flash animacid. Tartalmaz f6-kulcsképeket, al-kulcsképeket, gombokat
¢és Actionscript-et. A f6-kulcsképek filmkockaként miikodnek, mig az al-kulcsképek az animaciod
atmeneti kockai. A gombok egyszerli két fazisos gombanimdaciok: ha rahelyezziik az egér
mutatdjat, beugranak a sajat al-kulcsképjeikbe, amelyben ugyanaz a gomb taldlhatd, csak
narancssarga szinli felirattal. Minden gombra Actionscript van téve, segitségével navigalhatunk
bizonyos témakra. A Flash lineéris, olyan mint a Program Counter, mindig valahol tal4lhato,

ezért iranyitani kell.

A 16 témak meglettek rajzolva, fo-kulcsképekre lettek téve, €és ha animéciordl volt szo,
akkor az animacié al-kulcsképek segitségével lett megvaldsitva. Példaul, az Aranymetszési
dllando szerkesztése nevii oldalon megrajzoljuk a szerkesztés elsd képét (a négyzetet), ez a f6-
kulcsképre keriil, majd a Tovabb gomb elvisz a kovetkezd kulcsképre, ahol a szerkesztés

elmozdult fazisa talalhato.

11



4. Eredmények

Az eredmény egy olyan oktatoprogram, amely latvanyos, dinamikus és hatdsos. Az alkal-
mazast hasznalhatjdk tanarok, didkok €s minden olyan felhasznald, akit érdekel a Fibonacci-

sorozat, az aranymetszési allando, €s a kiillonb6z0 geometriai szerkesztések.

5. Tovabbi célok

Tovabbi cél az alkalmazéas kibdvitése olyan geometriai szerkesztésekkel, amelyek
érdekesek, és szamos felhasznalot érdekelnek. Mivel az alkalmazas tartalmaz ugy az informatika,
mind pedig a matematika teriiletén tanitott anyagrészt, ezért, megfelelé moddositasokkal,

oktatoprogramkeént is kezelheto.

12
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Koszonetnyilvanitas

Ezaton is szeretnék kdszonetet mondani témavezetdmnek: Bege Antalnak, segitsége és biztatasa

nélkiil nem johetett volna létre e dolgozat.
Ko6szondm Fodorpataki Laszlonak a hasznos segédanyagot.

Ko6szonom Keresztes Zsoltnak és Negulescu Matyasnak tiirelmét és hasznos tanacsait.
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