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Bevezetés

Jean-Victor Poncelet francia hadmérnok-tabornok, Napdleon oroszorszagi had-
seregében szolgalt. 1812 telén a ,nagy armada” veresége utan orosz fogsigba esett.
A rabsagban felelevenitette magaban az egyetemi tanulmanyait, olvasmanyait. Szellemi
kozegtol elzartan a geometria Uj tertileteit fedezte fel, s elméjében furcsa kortancra in-
dultak a poligonok. 1814 szeptemberében szabadult és visszatért Franciaorszagba. A
fogsagban fogant gondolatai 1822-ben jelentek meg . Ertekezés az alakzatok projektiv
tulajdonsagair6l” cimmel. Ebben a miivében jelent meg a kovetkezo tétel:

Adottak az eqgqymast nem érintd e és a korok, a az e belsejében. Az e koron tetszélegesen
valasztott Ag pontbdl indulva megszerkeszthetjik az e kor Ay, As, As, ... pontjait gy, hogy
AgA1, A1As, AsAs . .. eqyenesek érintsék az a kort és barmely két, a sorban eqymdst kovetd
eqyenes kilonbozzék eqymdstol. Elofordulhat, hogy bizonyos szamai lépésben visszajutunk
a kezdopontba, azaz A, = Ag. Ekkor az e kor barmely mdsik pontjabol indulunk is ki,
biztosan visszatérink a kezdopontba, mégpedig ugyanannyi lépésben, mint elozoleg.

Koncentrikus korok esetén a tétel allitasa trivialisan teljesiil, minden mas esetben
azonban meglehetGsen nehéz a bizonyitds. A bizonyitasnél talan még nehezebb azt meg-
mondani, hogy milyen legyen a két kor helyzete ahhoz, hogy egyaltalan ilyen visszatérés
(zarédas) bekovetkezzen. Egyaltalan nem konnyt arra valaszolni, hogy mekkora legyen az
emlitett két kor sugara, illetve a korok kozéppontjainak tavolsaga ahhoz, hogy a tételben
leirt szerkesztés adott n 1épésben zarodjon. Ezekre a kérdésekre a tétel nem ad valaszt. Az
elmilt két évszazadban tobb matematikus (Fuss 1792, Steiner 1827, Richelot 1830, Ja-
cobi 1881, Chaundy 1923, Kerawala 1947) is foglalkozott a fenti kérdésekkel; eredményeik
mar n > 5 értékeire pontos, de nagyon bonyolult megoldast adnak. fgy nem meglepo,
hogy az idok folyaman kozelité megoldasokkal is prébalkoztak. Weill 1878-ben talalt egy
algoritmust, amely kozelit6 megoldast ad paros n-ek esetén.

A kovetkez6 harom fejezetben mi is ezt a kérdéskort jarjuk koril. Az elsé fejezet
végtelen periodikus szerkesztési eljarasokat és ezekhez kapcsolédo zarddasi tételeket mu-
tat be. A masodik fejezetben megadjuk a Poncelet-tétel két meglehetésen kiilonbozo bi-
zonyitasat. A harmadik fejezet a dolgozathoz tartozé, MATLABban irt, a matematikai
inga mozgéasat felhasznalé program elméleti hatterébe nyujt bepillantast. A program
segitségével kozelité megoldast mutatunk a zardédas bekovetkezésére tetszoleges n esetén.



1. Zarodasi tételek

Ebben a fejezetben végtelen, periodikus szerkesztési eljarasokkal foglalkozunk.

1.1. Cikk-cakkok

1.1. Feladat. Adottak a ka, kg r sugari korok, melyek mnem mennek dt egymds
kézéppontjan. Tovdbbd adott az Ay pont a ka-n, és By a kg-n ugy, hogy az A1By sza-
kasz éppen r hosszusdgu. Szerkessziink meg az Ay, By, As, Ba, ... eqyenld oldali poligont a
kovetkezo eljaras szerint:

a) Ani1 legyen ka-nak a B,-télr tdvolsdgra levd, A, -tél kiilonbozd pontja; illetve legyen
Ani1 = Ay, ha nines ilyen A, -tol kilonbozo pont.

b) Bni1 legyen kp-nek az A,i1-tél r tdvolsdgra levd, B, -tdl kiilonbozé pontja; illetve
legyen B, 11 = By, ha nincs ilyen B, -tdl kilonbozo pont.

Bizonyitsuk be, hogy Ay = Ay!

1. dabra. Az 1.1 feladat megoldasa

Megoldas: Az 1. dbran a kg, kg korok kozéppontjait O4, Op-vel jeloltiik és a
feltiintetett szakaszok mind r hosszusaguak. Azt kell bebizonyitani, hogy B3A; hossza is
éppen r. Mivel az A1 B1A504, O4A3BsAs, A3 B>Op B3 négyszogek mind rombuszok, ezért
az A1By, OaAs, A3By és B3Op szakaszok parhuzamosak egymaéssal. fgy az A1 B1OpBs
négyszog is paralelogramma, tehdat A;Bs a vele szemkozti B1Op szakasszal egytitt r
hosszuisag.

Megjegyzés: Az elozo feladat kijelentésében szereplo szerkesztési eljarast Zig-zag
szerkesztésnek nevezziik.



1.2. Feladat. Adott a ka r sugari kor és a ka kozéppontjdn dt nem mend eg egyenes.
Tovdbba adott az Ay pont a ka-n, és By az eg-n gy, hogy az A1B, szakasz éppen r
hosszisagu. Szerkesszink meg az Ay, By, Aa, Bo, ... eqyenld oldali poligont a Zig-zag eljdrds
szerint, majd igazoljuk, hogy As = Ay!

2. abra. Az 1.2 feladat megoldésa

Megoldas: A 2. abran a k4 kor kozéppontjat O 4-val jeloltiik és a feltiintetett szakas-
zok mind r hosszusaguak. Az Ay By, O Ay, A3Bs szakaszok parhuzamosak és egyenléek,
mert az A1 B1As0 4 és az A0 5 A3 By négyszogek rombuszok. Ebbol kovetkezik, hogy az
A1 By By Az négyszog paralelogramma és igy A; A3z parhuzamos az eg egyenessel. Az el6z6
gondolatmenethez hasonldéan az indexeket kettovel megnovelve arra kovetkeztetiink, hogy
A3As is parhuzamos az eg egyenessel, azaz As egybeesik A;-gyel.

A bemutatott két feladat mogott az alabbi altalanos tétel hizodik meg:

1.1. Tétel (Cikk-cakk tétel). Legyen k és kg egy-egy kir vagy egyenes a térben. Adott
a p tavolsag ugy, hogy a két alakzat egyikén sincs olyan pont, amelytol a masik alakzat
minden pontja p tdvolsdgra lenne. Ha valamely A1By p hosszusdgu szakaszbol kiindulva a
Zig-zag szerkesztés n periodusi, azaz A,y1 = Ay és Bny1 = By, akkor bdrmely p hosszi
szakaszbol indulva n periodusi.

Megjegyzés: A tételben szereplo alakzatok pontjaira vonatkozo feltétel azért
sziikséges, hogy tetszéleges A1 By (A1 € ka, By € kp) p hosszisagu szakaszbdl kiindulva
az Zig-zag szerkesztés egyértelmi legyen.

Erdekességként megemlitjik a tétel felfedezéséhez vezetd Ut nem foltétlen egymasra
épiilo szakaszait. 1879-ben Darboux sikbeli, négyszog alaku rudszerkezeteket vizsgalt.
Képzeljiik ugy, hogy a négyszog oldalai rudak, a csticsok pedig csuklok. Tehét a csticsoknél
a két rogzitett hosszi csatlakozd oldal elfordulhat egymaéashoz képest. Darboux-t a
rudszerkezetek lehetséges mozgasai érdekelték, és néhany egyenletet felirva a Jacobi-féle
elliptikus fiiggvényekre vonatkozé azonossagokra emlékeztetd osszefliggéseket taldlt.



1916-ban Fricke, felelevenitve Lagrange észrevételeit az elliptikus fiiggvények és a
gombi geometria kapcsolatardl, bebizonyitja a Cikk-cakk tételt két gombi fokor kozott
cikazé poligonra. 1965-ben Bottema két, egy sikban elhelyezked6 korre mondja ki a Cikk-
cakk tételt és a bizonyitast Poncelete-tételére vezeti vissza. 1971-ben az MIT munkatarsai
golydscsapagyakkal kapcsolatos szamitasokat végeznek szamitogéppel, és kozben felfedezik
a Cikk-cakk tétel térbeli valtozatat, melyet nem sokkal kés6bb analizisbeli technikaval be
is bizonyitottak.

Sajnos a tétel csak egzisztencia jellegi! Nem tudunk meg semmit a korok elhe-
lyezkedésérol.

A tovabbiakban csak azt az esetet vizsgaljuk, amikor k és | korok kozos sikban fek-
szenek. Ekkor legyen r és R a k illetve [ sugara, d a két kor kozéppontjanak tavolsaga,
és p a cakk hossza. Ezekhez a paraméterekhez tartozé cikk-cakk konfiguraciét jeloljiik
z(r, R,d, p)-val. Elvarhat6 lenne, hogy az n lépésben zdréddsnak legyen egy algebrai
megfeleldje, egy z, négyvaltozos fiiggvény, jobb esetben polinom gy, hogy

zo(r,R,d,p) =0 <= z(r,R,d,p) egy cikk-cakk konfiguracié

Ha az egyik alakzat — példaul [ — egyenes, akkor csak a k kor r sugara, kozéppontjanak
[-t6l valé A tavolsiaga és a p hossziusag sziikséges a rendszer meghatdrozasdhoz, amit
jeloljik 2'(r, A, p)-val, igy a zarddast jelentd z] fiiggvények haromvéltozdsak. A z, és z],
fiiggvények megtaldlasdhoz, amelyekrol kidertilt, hogy tényleg polinomok, azonban hosszi
ut vezetett.



1.2. A Ponzag szerkesztés

1.3. Feladat. Adottak a sikban a k, | korok. Szerkesszink hdromszoget, melynek csicsai
k-n, oldalfelezov pedig l-en vannak.

3. dbra. Az 1.3 feladat

A fenti feladat mélyén szintén egy végtelen szerkesztési eljards lapul, melyet Ponzag
szerkesztésnek (PONcelet + zig-ZAG) neveziink. Az eljaras lényege, hogy a k kor és az
[ kor vagy egyenes esetén a k kor olyan A; As hirjabdl indul ki, amelynek Fj felezépontja
illeszkedik [-re. Az A, sorozatot a kovetkezd eljarast ismételve kapjuk meg: A, legyen
az | kor A, _1-bol kétszeresére nagyitott képének és k-nak az A, o ponttdl kiilonbozo
metszéspontja; illetve A, = A,,_», ha nincs ilyen masik metszéspont. Az A, A, _1 szakasz
F,,_o felez6pontja illeszkedik | —re, igy az emlitett nagyitott kép és k egyik metszéspontja
az A,_» pont lesz. igy nem fordulhat el, hogy nincs metszéspont, azaz, hogy a szerkesztés
elakad. Az eljaras akkor lesz biztosan egyértelmii, ha [ nagyitott képe nem eshet egybe
k-val, azaz ha [ nem a k kozéppontjan athalado, fele akkora sugard kor, mint k.

Kérdés, hogy mely A; pontbdl kiindulva lesz a szerkesztési folyamat 3 1épéses peri-
odikus.

A 4. dbran az ABC héaromszog oldalainak F,, Fg, F¢ felezOpontjai egy, az ABC-
hez hasonlé haromszoget hataroznak meg, ahol a hasonlésagi ardny 1/2, a hasonldsagi
kozéppont a hiromszogek koézos G sulypontja. A G-re valé (—1/2) aranyd kicsinyités
az ABC' haromszoget az FFgFe-re, k-t l-re, az O, kozéppontot az O; kozéppontba
képezi le. Tehat egy mar biztos: A kért haromszog csak akkor szerkeszthetd, ha [ éppen
fele akkor sugaru, mint k. Ilyenkor viszont a k kor barmely olyan AB hurja, amelynek Fg
felezépontja illeszkedik I-re, része egy megfelel6 haromszognek. Az [ és k korok ismeretében
ugyanis megszerkesztheté a G pont, mint az 0,0, szakasz O, feloli harmadolépontja. A
G-re valé (—2)-szeres nagyitas l-et k-ra képezi. Legyen ennél a nagyitdsnal F képe a C
pont. A G pont az ABC' haromszog silypontja és a C'F harmadolépontja. Ha most k-t
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(—1/2) ardnyban kicsinyitjiik a G ponton &t, akkor az [ kérhoz, az A, B pontokbdl az [-re
illeszked6 Fa, Fg oldalfelezopontokhoz jutunk.

4. abra. Az 1.3 feladat megoldasa

A feladat eredményét altalanositja a kovetkezd tétel:

1.2. Tétel (Ponzag tétel). Adott a k kor és az | kor (vagy egyenes) tgy, hogy | ne
menjen dt a k kozéppontjan. Ha a Ponzag szerkesztés n lépésben periodikus a k eqy olyan
hirjabol kimndulva, amelynek felezépontja az l-en van, akkor bdrmely ilyen tulajdonsdgu
hairbol kiindulva is az.

Megjegyzés: A XIX. szazadban igy mondtak volna ki: Ha van egy olyan n-szog,
amelynek cstcsai a k koron, oldalfelez6pontjai pedig az [ koron (vagy egyenesen) vannak,
akkor végtelen sok ilyen tulajdonsidgi n-szog van.

Megjegyzés: Az altalunk vizsgalt n = 3 eset a Feuerbach korrdl! szol.

A Cikk-cakk tétel eredményeihez hasonléan algebrizaljuk a kapottakat. Egy két
korbol all6 Ponzag konfigurdcié megadasahoz csak a k és az [ kor R illetve r sugarara,
valamint a korok kozéppontjainak d tavolsagara van sziikség. Jeloljiik tehat a Ponzag kon-
figuraciot pz(r, R, d)-vel. Ekkor a — feladat megoldédsa soran kapott — zarédést garantald
pz3 haromvaltozés polinom

pz3(r,R,d) =r — 2R

alakban irhaté. A kapott osszefiiggésbdl lathatd, hogy a korok kézéppontjainak tavolsaga
nem jatszik szerepet n = 3 esetén.

1 A haromszdg oldalainak felezépontjai, magassagainak talppontjai és a magassagpontot a csticsokkal
Osszekoto szakaszok felezépontjai a Feuerbach koron vannak. E kor kozéppontja felezi a magassdgpontot
a haromszog koré irt kor kozéppontjat Osszekotd szakaszt, sugara a haromszog koré irt kor sugaranak a
fele.



1.3. A Poncelet szerkesztés

1.4. Feladat. Adottak a sikban a k, | kordk. Szerkesszink haromszoget, majd négyszoget,
amelynek csicsai k-n vannak, oldalegyenesei pedig érintik [-et.

A

A3

5. dbra. Az 1.4 feladat

A feladatban kért szerkesztési eljaras elég egyszerti. Ha kiindulunk a k kor [-et érint6
AjAs hirjabol, akkor As-bdl csak meg kell hiiznunk az [ kér Ay As-t6] kiilonbozo érintéjét.
Az érinté és a k kor As-t6l kiillonboz6 metszéspontja lesz az Az pont. A kovetkez6 1épésben
Asz-bol hizunk érintét [-hez és igy tovabb. Ezt azt eljarast Poncelet szerkesztésnek
nevezzik.

A fenti feladat azt kérdezi, hogy mely A;As hir-érint6tél indulva lesz a folyamat 3,
illetve 4 1épésben periodikus. Hasonlé eredményhez vezetd feladattal mar Euler is foglalko-
zott, hiszen egy neki tulajdonitott tétel szerint a haromszog szerkeszthetoségének feltétele

R® - d* = 2Rr,

ahol R és r a hdromszog koriilirt illetve beirt korének sugarai és d a két kor kozéppontjanak
tavolsaga.

all

Az

6. dbra. Haromszog hozzairt és koriilirt kore

A mi esetiinkben nem biztos, hogy a két kor egymasban van, ugyanis - mint ahogy
a 6. abran lathaté - [ lehet a keresett haromszog hozzairt kore is. Ekkor a fenti 6sszefliggés
kissé modositva, igy néz ki:
|R* — d?| = 2Rr.
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A hurérint6é négyszogre vonatkozé analdg, de kissé bonyolultabb Osszefiiggést FEuler
tanitvanya, Fuss taldlta meg 1797-ben:

2r2(R* + &) = (R* — &*)°

A probléma nagyobb n-ckre rohamosan nehezedik. Ot-, hat-, hét-, és nyolcszogek esetén
Fuss mar csak azt a specidlis esetet vizsgdlta, amikor a sokszog szimmetrikus a korok
centralisara.

A nagy valtozast Poncelet 1817-ben megjelent tétele hozta. Ez a tétel az eddigi
jeloléseket kovetve a kovetkezOképpen fogalmazhaté meg.

1.3. Tétel. Legyenek k és | eqymdst nem érinto, nemelfajulo kiupszeletek. Ha van olyan
hur-érinto, amelybol indulva a Poncelet-szerkesztés n periodusi, akkor bdrmely hir-
érintobol indulva n periodusi.

Megjegyzés: Poncelet tovabb altalanositva a tételt ak + (I kipszeletsorokra is kiter-
jesztette. A fenti tétel az altalanos tétel egy specialis esete.

Az el6z6 két szerkesztési eljarashoz hasonldan itt is keressiik a k és [ paramétereit
tartalmazd algebrai relaciét, mely esetén a k és [ kupszeletek n periédusi konfiguraciot
alkotnak (P,).

Az elmilt két évszazadban tobb matematikus is foglalkozott a fenti kérdéssel. Fuss
1797-ben, Steiner 1827-ben, Richelot 1830-ban, Jacobi 1881-ben, Chaundy 1923-ban és
Kerawala 1947-ben talaltak osszefliggéseket. Ezek azonban mar elég kicsi n-ek esetén
(n > 5) meglehetésen bonyolultak.

1828-ban Jacobi az elliptikus integralokkal hozta kapcsolatba a Poncelet-tételt, majd
1853-ban Cayley ismerve Fuss, Steiner, Poncelet és Jacobi eredményeit, utébbi mddszerét
kovetve, megtaldlta a képleteket. Eredményeit a kovetkezo tétel foglalja Ossze:

1.4. Tétel (Cayley tétele). Jellemezzik a k és | kipszeletet o K illetve a L
matrizokkal, majd képezzik a t- K + L mdtrizot. E matrix determindnsanak négyzetqyokét
a t vdltozo szerint sorbafejtve a kovetkezot kapjuk:

Vt-K+L=Ag+ A -t+ Ay 2+ -

A Poncelet szerkesztés pontosan akkor n periodusi, ha

Ay Ay . An o Ana
Ag A4 co Am—H Am+2
: : : : =0, amikor n=2m+1
Am Am+1 R A2m—2 AQm—l
Am+1 Am+2 s A2m71 A2m
Ag A4 e Am Am+1
A4 A5 s Am—‘rl Am+2
: : : : =0, amikor n=2m
Am Am+1 SR A?m—?) AQm—Q
Am+1 Am+2 s A2m72 Amel




1.5. Tétel. Adottak a k ésl korok az
12 +y? = R? ésaz (v —d)?*+y*=r?

egyenleteik dltal. Az egyenleteknek megfelelo K illetve L madtrizokbol képzett t - K + L
matrixz determindnsa:
(1+1)[r* + (R* +7* — d*)t + R*?).

Bizonyitds:
t-K+L=tR*—ta* —ty* +r° —2® + 20d — d*> — yy* =

= (=t —Da?® + (=t — Dy +2dz + (tR* +r* — &%) =

—t—1 0 d x
=(z, y 1)- 0 —t—1 0 |y
d 0 tRP+r*—d? 1
—t—1 0 d
= det(t- K+ L) =det 0 —t—1 0 =
d 0 tR? + 1% — d?
=(—t—1)(—t—1){tR?+r* —d*) —d*(-t—1) =
=(1+O)[Q+)(ER*+r* —d*) +d? =
= (1 + )[R +71° =+ *R* +tr* —td® + d*] =
=1+ +(RP+r*—d)t+R*]. 1

Az 1.4 tétel alapjan a kapott kifejezés négyzetgyokét t szerint sorbafejtve kapjuk, hogy:

VAT 0[2+ (R2+ 12 — &)t + k22| =
—A+Bt+CP*+ DB+ Et*+ Ft° + G5 + Ht" + . ..

Innen a kiilénbozo egyititthatokbdl képzett determinansok értékei megadjak a kivant
osszefliggéseket a k és [ korok R és r sugarai valamint a kozéppontjaik d tavolsaga kozott.
Példaul n = 3,5, 7 stb. esetén:

C D FE
c) =0, 'g g‘:o, DE F|=o
E F G
n = 4,6, 8 stb. esetén pedig:
D E F
D=0, ‘g ?':o, EF G|=o,
F G H

Ezen feltételek teljesiilése mellett végtelen sok olyan n-szog irhaté a k korbe, melyek
oldalai egyidejlileg az [ kort érintik. A meglehetésen bonyolult Osszefliggések kifejtett
alakban a fliggelékben olvashatok.
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Voltak azonban olyanok, akik kozelit6 megoldasokat kerestek: Weill 1878-ben talalt
egy algoritmust, amely kozelité megoldast ad paros n-ek esetén. Mi a MATLABDban 1irt
programunk segitségével tetszéleges n esetére mutatunk megoldasokat.

Miel6tt ratérnénk a Poncelet-tétel bizonyitasara nézziik még meg két igen érdekes és
nemcsak matematikai, hanem esztétikai értelemben is szép, talan meglep6 kovetkezményét
a tételnek.

1.1. Kévetkezmény (Steiner poriszmdja). Ha két koncentrikus kér dgy helyezkedik
el, hogy az eqyik a masik belsejébe esik, és ezutdn olyan koroket rajzolunk, amelyek sorjaban
eqymast is és az eredeti két kort is érintik, akkor megtorténhet az az eset, hogy az érintd
korok sorozata bezdarul; n korbol dllo gyidrit kapunk, amelyben az utolso érinti az elsot.

Ebben az esetben a qyiiri elsé korének minden olyan kort kivdlaszthatunk, amely érinti az
eredeti két kort.

7. abra. Steiner poriszméja

1.2. Kovetkezmény. Az 1.1 kovetkezmény konfigurdcicjaban a gyirit alkoto korok
kozéppontjai ellipszist alkotnak. So6t, a gyilrit alkoto, pdronként eqymadast érintd korok
kozéppontjait 6sszekoto szakaszok eqy kort érintenek.

8. abra. Steiner poriszmaja és Poncelet tétele
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2. A Poncelet tétel

2.1. A Poncelet-tétel sziiletése

Jean-Victor Poncelet 1788. januar 7-én sziiletett a franciaorszagi Metzben. Egyetemi
tanulméanyai alatt Monge tanitvanya volt, majd francia hadmérnok—tabornokként,
Napdleon oroszorszagi hadseregében szolgalt. 1812 telén a ,,nagy armada” veresége utan
orosz fogsagha esett. A rabsagban felelevenitette magaban az egyetemi tanulmanyait,
olvasmanyait, Monge geometriai modszereit vizsgalta. Szellemi kozegtdl elzartan a
geometria 1j teriileteit fedezte fel. Megalkotta az idedlis pontok illetve a projektiv transz-
formacio fogalmat, és elméjében furcsa kortancra indultak a poligonok. 1814 szeptem-
berében szabadult és visszatért Franciaorszagba. A fogsdgban fogant gondolatai 1822-
ben jelentek meg ,,Ertekezés az alakzatok projektiv tulajdonsagairél” cimmel. Ebben a
miivében jelent meg a kovetkezo tétel:

2.1. Tétel (Poncelet tétele). Adottak az egymdst nem érinté e és a kirck, a az e
belsejében. Az e kordn tetszélegesen vdlasztott Ag pontbdl indulva megszerkeszthetjiik az e
kor Ay, As, Az, ... pontjait igy, hogy AgAi, A1As, AsAs. .. eqyenesek érintsék az a kort és
barmely két, a sorban eqymdst kovetd eqyenes kiilonbozzék eqymdstol. Eléfordulhat, hogy
bizonyos szamu lépésben visszajutunk a kezddpontba, azaz A, = Aqg. Ekkor az e kor barmely
mastk pontjabol indulunk is ki, biztosan visszatérunk a kezddpontba, mégpedig ugyanannyi
lépésben, mint elézdleg (n).

Megjegyzés: A tétel tehat nem azt mondja ki, hogy mindig visszajutunk, hanem azt,
hogy a visszatérés nem a kezdOpont és a lépésszam megvalasztasatol, hanem a két kor
nagysagatol, egymashoz viszonyitott helyzetétdl fiigg.

Megjegyzés: Koncentrikus korok esetén a tétel allitasa trividlisan teljesiil. Minden
mas esetben meglehetosen nehéz a bizonyitas.

Emlékezziink most jra az 1.4 feladatra. Poncelet elobbi tétele alapjan mondhatjuk,
hogy ha az 1.4 feladat adataira teljesiil Euler R? — d? = 2Rr Osszefiiggése, akkor végtelen
sok megoldas van, ha nem teljesiil, akkor nem létezik ilyen haromszog.

9. abra. Poncelet tétele n = 3 esetén
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A helyzet ahhoz hasonlé, mint amikor hiarom szogb6l akarunk haromszoget szer-
keszteni. Csak akkor van megoldas, ha a szogek Osszege 180°, ekkor viszont végtelen
sok megoldas van, s6t a haromszog egyik oldala tetszolegesen kivalaszthaté. Ehhez ha-
sonldan itt, ha az e, a korok R, r sugarai és kozéppontjaik d tavolsaga kielégiti az Euler-
osszefiiggést, akkor az e kor barmely pontja valaszthato egy e-be és a koré irt haromszog
csucsanak.

Poncelet viszont azt is vizsgalta, hogy milyen adatokra nem teljesiil az FEuler
osszefiiggés, és igen érdekes eredményre jutott. Kideriilt ugyanis, hogy a szerkesztendo
haromszogek nagyon szabalyos moédon nem léteznek. Ilyen megvilagitasban az Euler tétel
nem egyszeriien csak a haromszogrol és annak két nevezetes korérdl, hanem egy korsor
elemei kozott kigy6zé poligon zarédasardl is szol.

A 10. dbran rossz adatokbdl prébaltunk haromszoget szerkeszteni. Az e és a kordket
a rossz adatoknak megfeleloen vettiik fel. Ezt kovetoen felvettiink az e kéron prébaként
egy A pontot, majd ebbdl érintét huztunk az a korhoz, mely az e korbél kimetszette a
B pontot. A Poncelet szerkesztési eljarasnak megfeleléen a B-bol ismét érintot huztunk
a-hoz és kaptuk C-t. A C'A egyenes lathatéan nem érinti mar az a kort. Ez természetesen
varhato is volt. Az viszont mar meglep6, hogy 1jabb e-n levé pontokbdl kiindulva, az
eljarast tobbszor megismételve, az a-t nem érint6é C;A; szakaszok mindegyike egy masik
kort érint: c-t. Rédadasul a ¢ kor az a és e korok korsordhoz? tartozik. Ezt Poncelet is
észrevette és bizonyitotta is.

Az B

10. ébra. ,,Rossz” adatokbdl szerkesztett haromszogek

2 A korsorokrdl részletesebb leirds a fiiggelékben olvashaté
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2.2,

A Poncelet-tétel elemi bizonyitasa

A tétel kilonbo6z6 nézopontokbdl vald részletes elemzése utéan elérkezett az id6, hogy
be is bizonyitsuk. Elobb azonban lassunk néhany, a tétel bizonyitasanak targyaldsat
egyszeriibbé tevo, segédtételt és azok bizonyitasat.

2.1. Lemma. Ha A és B rogzitett pontok a sikban, akkor azon M pontok mértani helye,
amelyekre aM A? + BM B? = ¢ (dllandd), a kovetkezd:

a) ha a+ =0, akkor egy egyenes, mely meréleges AB-re;
b) Ha o+ 3 # 0, akkor

i) iires halmaz, vagy

i) egy pont, vagy
iii) eqy olyan kor, melynek kizéppontja az AB egyenesen van.

Bizonyitds:

a)

a+03=0=pF=—-a= MA>—- MB? = £ Legyen M, az M pont AB-re es§
vetiilete, ekkor M A? = M M¢ + MyA? és MB* = MM + MyB? és {gy

= MA® — MB? = MyA® — MyB? = (MyA — MyB)(MyA + MyB).

o
Kovetkezik, hogy az My pont — az M vetiilete — rogzitett, igy az M az My-ban az
AB-re emelt merolegesen van. Mivel minden ilyen pont teljesiti a feltételt, a keresett
mértani hely az egész egyenes.

Ha «, > 0, akkor az (AB)-n felvessziik azt a C' pontot, amelyre % = g, ekkor

_ B ‘ _ _«

Az M AB haromszogben az MC' egyenesre alkalmazzuk a Stewart tételt:
MA* . CB+ MB?-CA—MC?*- AB=CB-CA- AB,

vagyis
M A? M B?
oMATHOMB™ _ yree 9P e,
a+p (a+p8)?
= MC? = ¢ o AB? =: z.

at+f (a+p)?

Ha x > 0, akkor M egy C kozépponti, /x sugard kort ir le; ha x = 0, a mértani
hely a C pont; ha pedig x < 0 a mértani hely tires halmaz. B

Megjegyzés: Ha o < 0, a B és M szerepét felcseréljiik.

2.2. Lemma. Legyen C(Oq, Ry) és C(Oq, Ry) két tetszdleges kor és d egy egyenes, mely
metszi e koroket az A, D illetve B, C pontokban. Ha X az A, B,C, D pontok valamelyike,
jeloljik ex-szel az X pontban ahhoz a korhoz hizott érintot, amelyen X rajta van. Ha
ecNep ={M}, ecNes = {N}, egNes ={P} ésepnep ={Q}, akkor az MNPQ
néqyszoq koré irhato kor kozéppontja, az Oy és Oy pontok kollinedrisak.
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11. 4dbra. A 2.2 lemma

Bizonyitds: A POyB és PO, A derékszogii haromszogekbdl
PO; = PB* + R3, PO} = PA* + R} (1)
A PAB haromszogben a szinusztételt alkalmazva kapjuk, hogy

PA _sin(I80°—v) _sivv L pge_ g2ppe,
PB sin u sin u

tehdt az (1) szerint

PO? — o*PO?% = R? — o*R3.
Hasonléan, M O3 = MC? + R%, MO} = MD?* + R2,

MD in(180° — i
:sm( - v) :S,mv:a:>MD2:a2MCQ,
MC sinu sinu

igy
MO? —a®’MOj; = RZ — o*Rj.

Ugyanilyen meggondolasok alapjan
NO? — o’ NO2 = QO? — o’QO2% = PO? — o*PO3 = MO? — o®’MO3 = R? — o*R2,

igy a 2.1 lemma alapjan az M, N, P, () pontok egy olyan koron helyezkednek el, amelynek
kozéppontja az 010, egyenesen van. ll
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Megjegyzés: A bizonyitasbol kitlinik, hogy a tulajdonsig egy modositott véltozata
is igaz: Ha az M N PQ négyszog a C(Os, R3) korbe irhaté és a d egyenes az A, B, C'illetve
D pontokban metszi az NP, PQ, MN és M() egyeneseket, akkor az O3 pont rajta van
az M@ és NP-t a D illetve A-ban és az M N illetve PQ-t a C és B-ben érinto két kor
kozéppontja altal meghatarozott egyenesen.

2.3. Lemma. Legyen a C(Oa, Ry) kir a C(Oq, Ry) kor belsejében. Az Ay € C(Oq, Ry)
pontbol kiindulva megszerkesztjik az Ag, . .., An, . .. pontsorozatot ugy, hogy AxAgs1 €rinti
a C(Osq, Rs) kirt és Ay € C(Oq, Ry) Yk € N. Hasonléan megszerkesztjik a By, ..., By, ...
sorozatot is. Igazoljuk, hogy létezik eqy olyan kor, amelynek kézéppontja az O104y egyenesen
van €s amely érinti az dsszes A, By egyenest.

By

12. dbra. A 2.3 lemma

Bizonyitds: A 12. abra szerint jeloljik C4, Cy, Dy, Ds-vel az érintési pontokat,
valamint legyenek

ClDl N AQBO = {M}, ClDl N AlBl = {N},

CQDQ N AlBl - {N/}, CQDQ N AQBQ == {P}

Tekintsiik azt a C(Os, R3) kort, amely AgBo-t M-ben, A;Bi-t pedig N-ben érinti.

A 2.2 lemmét alkalmazva a C(Os, R3), C(O2, Rs) korokre és az M — Dy — Cy — N
egyenesre kapjuk, hogy Oz € O10,. Hasonléan, az A;B;-t N'-ben és az A;By-t P-ben
érinté C(Oy4, Ry) kor O4 kozéppontja is az 0104 egyenesen van. (x)
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BiNDj-ben: SY — Biby } BN  B\D;

sin u sin vsinu sinu = = . 1
AlNclA—ben: L = = NAl A101 ( )

A1Cy sin(180°—v) ~  sinwv
Hasonl6é meggondoldsok miatt

N'A;  AC
N'B;,  ByDy’

(2)

= N =N,

BlDl = B1D2 (1),(2) BlN . BlN/
Alcl = Alcg NAl N N/Al

tehédt a C(Os, R3) és C(Oy, Ry) kordk N-ben érintik az A; By egyenest, és igy kézéppontjuk
az N-ben az A; Bj-re emelt merélegesen van. A (%) szerint mindkét koézéppont az O;04
egyenesen is rajta van, tehat mindkét kozéppont kozos pontja két nem egybeesd egyenes-
nek, és igy a két kozéppont egybeesik. Mivel az N kozos pontja a két kornek és a korok
kozéppontjai egybeesnek, ezért a két kor teljes egészében egybeesik, vagyis az a kor, amely
AgBo-t M-ben és az A1 Bi-t N-ben érinti, érinti az Ay Ba-t is.

Az el6bbi gondolatmenetet megismételve az Ay By, Ay By és A3z Bs egyenesekre kapjuk,
hogy C(Os, R3) érinti A3Bs-t is; indukciéval az is belathat6, hogy C(Os, R3) az Gsszes
Ay By egyenest is érinti. B

2.2. Tétel (Poncelet-tétel). Az el6bbi tulajdonsdg jeldléseit haszndlva, ha az
Ag, ..., An, ... sorozat periodikus, azaz valamilyen k # 0-ra Ag = Ay, akkor tetszbleges
By € C(Oq, Ry) pontbdl kiindulva a By, ..., B,, ... sorozat is periodikus, és By = By.

Bizonyitds: Tekintsiik a 2.3 lemméban megszerkesztett C(Os, R3) kort, amely érinti
az Osszes A,B, egyenest. AqgBy és AyBy is érinti a C(Os, R3) kort, és mivel Ay = Ay,
az AgBy és AgBy is érinti a C(Os, R3) kort. Tételezziik fel, hogy By € (AgA;) a kisebb
koriven van. Ekkor B; az (AjAs) korivhez tartozik és altaldban By, az (AxAki1)-hez, és
igy (mivel Ay = Ag és A1 = A1) a By pont is az (ApA;) koriven van. Az AgA; viszont
metszi a C(Os, R3) kort és egy szel6 egyik oldaldn egy adott pontbdl nem hizhaté két
érint6 egy korhoz, tehat By = B,. B
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2.3. Poncelet altalanos tétele

Most kijelentjiik a tételt altalanosabb esetben, és az elobbi nehézkes elemi bizonyitéas
utan adunk egy djabb, igen érdekes bizonyitast.

2.3. Tétel (Poncelet altaldnos tétele). Legyen e egy nem metszd kiérsor eqyik kire,
az ai,as, ..., a, ranyitott korok pedig ugyanennek a korsornak az e belsejében talalhato,
nem feltétlenil kulonbozd tagjai. Az e koron felvett Ay pontbol kiindulva megszerkesztjik
ugyanezen a koron az Ay, As, ..., A, pontokat ugy, hogy az AgAi, A1As, ..., A, 1A, egye-
nesek rendre érintsék az ay, as, ..., a, koroket, az irdnyitdsnak® megfeleléen. Eléfordulhat,
hogy a szerkesztés végén éppen wisszajutunk, azaz A, = Ag. Ebben az esetben az e kor
barmelyik pontjabol is indulunk ki, az n-edik lépés utdan vissza fogunk jutni a kezddopontba
tetszoleges sorrendben hiuzva az érintoket a korokhoz.

A bizonyitas elott sziikségiink van néhany absztrakt algebrai eszkozre; el6bb vezessiik
be ezeket.

Tekintsiik az e kor pontjainak halmazan azt a leképezést, amely az X € e ponthoz
hozzérendeli az X-bél az a (irdnyitott) kérhoz huzott, az irdnyitdsnak megfelels, e-vel
val6 masodik metszéspontjat.

a) Ha az a kor megegyezik e-vel, akkor ez a leképezés az identitds, azaz a helyben
hagyas.

b) Ha az a kor koncentrikus e-vel, de nem egyezik meg vele, akkor a vizsgalt transz-
formacié egy egyszerl elforgatds.

c) Méas esetben a forgatdshoz hasonlé hozzarendelést kapunk, melyet ferde elfor-
gatdasnak nevezink.

d) Két - azonos pont koriili - elforgatds kompozicidjaként djabb elforgatast kapunk,
melynek szoge az eredeti forgasi szogek Osszege.

A fent leirtak ugy foghatdk fel, mintha az e korbol és a korsor e belsejében fekve iranyitott
koreibdl allé P halmazon lenne egy ® mivelet, melyre:

(a@b)@d =e¢

azaz
a®b= ()

Poncelet természetesen szét sem ejtett ilyen absztrakt algebrai fogalmakrol, de
lényegében megmutatta, hogy a ® miivelet asszociativ és kommutativ. Tehat a P hal-
maz a ® miveletre nézve kommutativ, azaz Abel csoportot alkot, ahol e egységelem, és
egy iranyitott kor inverze ugyanaz a kor ellentétes iranyitassal.

A fenti eszkozok birtokaban lehetéséglink van a fent kijelentett — a korabbiaknal jéval
altalanosabb — tétel egyszeri bizonyitasara.

3 Mivel egy kiils6 pontbdl egy korhoz két érinté hiizhatd, a szerkesztési bonyodalmak elkeriilése végett,
rogzitsiink a korsor korein egymastdl fiiggetlentil egy-egy forgatési iranyt.
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Bizonyitds: Az e korvonal aq,as,...,a, korokre vonatkozo ferde elforgatasainak
kompozicidja a korsor
b:a1®a2®---®an

iranyitott kore altal meghatarozott ferde elforgatassal egyezik meg. Ez a transzformacio
az Ap pontot onmagaba képezi, tehat a b iranyitott korhoz Ag-bol huzott érinté nem
metszheti az e kort, hanem azt is érinti. Ez azt jelenti, hogy b = e, hiszen a korsor
tobbi elem e belsejében van és nem érinti e-t. Az e altal meghatdrozott ferde forgatas az
identitas, tehat az Ay pont helyett barmelyik masik pontbdl indulunk is ki, visszajutunk
hozza. A csoport kommutativitdsa miatt az se szamit, hogy milyen sorrendben huzzuk az
érintoket a megadott korokhoz.
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3. A matematikai inga és a Poncelet-tétel

3.1. A matematikai inga palyaja

13. dbra. A matematikai inga

A matematikai inga olyan idealizalt inga, amely egy [ hosszisagu silytalan fondlbdl
és egy ra erOsitett m témegl tomegpontbol all. Jeloljik a fonal fiiggdlegessel bezar szogét
p-vel (—oo < ¢ < o0). Ekkor Newton méasodik torvénye® alapjan, felhasznélva, hogy

|F| =m-|g| - sing és a=1-p,

kapjuk, hogy
m-l-¢=—m-g-siny;

vagyis az inga mozgasegyenlete:

»+ % sinp = 0,
ahol @ a szogkitérést, mig ¢ a szoggyorsulast jeloli. A fenti egyenlet Mathieu®-egyenletként
is ismert.
A tovabbiakban vizsgdljuk a matematikai inga palyajat. Az x; = @ és xy = ¢
jeloléseket bevezetve, a fenti differencidlegyenlet atirhato az

.I:l = T2
Ty = —%sinx;

autoném differencialegyenlet-rendszerré, ahol xy = ¢ a szogsebességet jeloli.

Tudjuk, hogy autoném differencidlegyenlet-rendszernek harom féle palyaja lehet: egy
pont (egyensulyi allapot), egyszerti zart gorbe (a megoldas periodikus) vagy egy egyenessel
holomorf palya (az egyenesnek van a pélyara torténd bijekcidja). Ezeket az eseteket fogjuk
megvizsgalni.

4 F =m-a, ahol F az m gyorsitandé tomegre kifejtett erévektor és a a gyorsuldsvektor
5 Emile Léonard Mathieu (1835. majus 15., Metz — 1890. oktéber 19., Nancy) francia matematikus
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Legyen ¢(ty) = po = 0 a kezdeti szogkitérés, valamint ¢y a kezdeti szogsebesség a t
pillanatban. Szorozzuk be az inga ¢ + ¢ sin ¢ = 0 egyenletét ¢ # 0-val, ekkor azt kapjuk,

hogy
d |1

dt |2

o+ dosing=0 o

l () + 71— cosp)| =0

l
Jelolje

B(p, ) = 5(# + 301 — cos o).

Ekkor az energiamegmaradds elvébdl kovetkezik, hogy E(p,¢) a mozgisok mentén
allandoé, tehat

1
§(¢)Q+%(1—COS¢):C, c eR. (2)
A) Ha ¢ =0, akkor
1
5(@)2 + %(1 —cosp) =0

és mivel a bal oldalon levé osszeg mindkét tagja pozitiv, kovetkezik, hogy ¢ = 0 és
cos p = 1, vagyis ¢ = 2nm, n € Z. Ebben az esetben az inga egyenstlyi helyzetben
van.
B) Ha ¢ # 0, akkor ) = 0 esetén @y = 0, igy az £(4o)? + 4(1 — 1) = ¢ egyenletbdl
kapjuk, hogy
1,
c= 2 (900)

Tételezziik fel, hogy gy = 0. Ekkor a (2) egyenlet (1 — cos ¢) = 3(¢o)? alaki lesz.
A zarojel eltiintetése utan kapjuk, hogy

[ .
I g(SDO)Q = COS (3)

a) Ha ‘1 - 2l—g(g0'0)2‘ < 1 akkor a (3) egyenletbdl ¢ = arccos (1 - i(gp'g)z) :
b) Ha ‘1 - 21—9(90'0)2‘ = 1, akkor két eset lehetséges:

D) 5($0)?=0 = ¢ =0
Visszahelyettesitve a (3)-ba cosp = 1, tehat ¢ = 2nmw, n € Z
i) 5-(¢0)° =2 = ($0)°=%F = ¢@o==2\/7 (kritikus sebesség)

Visszahelyettesitve a (3)-ba cosp = —1, tehat ¢ = (2n+ 1)7, n € Z

c) Ha ‘1 - 21—9(4,0'0)2‘ > 1, akkor az inga korbe forog.
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3.2. Az els6faju elliptikus integral és a matematika inga
periodusanak kapcsolata

Ismét az inga ¢ + ¢ sin p = 0 mozgdsegyenletébdl indulunk ki, melyet integrilva a

dy 2—29(008 — COS o)

egyenlethez jutunk, ahonnan kapjuk, hogy

dp /29\/—
o =\ 7 Veos@ — cos g

innen pedig a kovetkezo Osszefiiggés adddik:

de _ /24
\/COS p — cos @q [

A periddus meghatarozasiahoz a fenti kifejezést kell integralni a teljes kéron, ami ugy
is kiszamithatd, hogy csak a negyed koron integralunk (0 — ), majd a kapott értéket
szorozzuk néggyel. Tehat

T |l / wo dy
4\ 29 ), +/cosp — cos o
Felhasznélva, hogy cos o = 1 — 2sin? £, a bal oldalon a nevezében a gydck alatt

COS (p — Ccos @y = 2 [s.in2 % — sin® g] ,

T_1\f/@0 dip
4 2Vl \/sinQ%—sirP%

Innen kifejezve T-t kapjuk, hogy

[ [ d
TZQ\/j/ '
9 Jo \/sin2 £ — gin® £

Az elsofaju elliptikus integralokkal valé kapcsolatteremtés érdekében a kovetkezo
helyettesitést végezziik:

ezt behelyettesitve

sin? % p cos % p
z = — = z = —
sin? % 2sin % 14
Ekkor
[ [¥° cos &
T =44]- dy

9 Jo . sin? £
[ %o _ 5
2cos £sin 5y /1 Sn? 2
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A helyettesités kozben felhasznalva, hogy

2
COS2£:1 81290—1—<zsinﬁ> ,
2 2 2

majd bevezetve a p := sin 2 jelolést kapjuk, hogy

I [t dz
T =44]- .
\/;/0 V(1= 22)(1 = p*2%)
T = 4\/7 1p—4\/7 1Sln— ,

B / dt
o VA -1 - k)

[ [t dz
_4¢;A V=)0 =)

osszefiiggés a 6 = arcsin z helyettesitéssel ismertebb alakra hozhaté, hiszen ekkor

Tehat

ahol

elsofaju elliptikus integral.

A

do = #dz

V1 — 22

és z = sin 0, igy a megfelel6 helyettesitéseket elvégezve, kapjuk, hogy

[ [2 do l l
T—14 —/2 —4 —E<f,p):4 —E(f,sm@),
9Jo +/1—p?sin®6 g \2 g \2 2

¢ dt
o [t
0 1 — k2sin’t

elséfaju elliptikus integral LegendreS-féle alakja.

ahol

6 Adrien-Marie Legendre (1752. szeptember 18., Parizs - 1833. janudr 10., Parizs) francia matematikus.
Statisztikaval, szamelmélettel, absztrakt algebraval és matematikai analizissel foglakozott.
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3.3. A Poncelet poligonok

A bevezetoben mar emlitettiik, hogy a dolgozathoz kapcsolédik egy Matlabban irt
program, mely a matematikai inga mozgasat felhasznélva kozelité megoldast ad tetszoleges
n esetén a Poncelet-tételre, azaz ha beolvassuk, hogy hany lépésben (n) szeretnénk, hogy
zarédjon a Poncelet poligon, akkor a program kirajzolja a két kort és a koztiik cikazo zart
torott vonal hatarolta n oldali, akar onatmetsz6 sokszoget.

Lassuk a megoldast! Az egyszertiség kedvéért valasszuk a kiils6 nagy kort az origd
kozéppont egységnyi sugart kornek. Tehat R = 1. A kérdés mar csak az, hogy megadott
n esetén hol legyen a masik kor kézéppontja, és mekkora legyen annak sugara ahhoz, hogy
megkapjuk a kivant n oldalu sokszoget.

Az otlet az, hogy dolgozzunk az origbban felfiiggesztett, egységnyi hosszisagi matem-
atikai ingaval. Ennek a legalabb egyszeri korbefordulasaval nyert pontok az origo
kozépponti, egységnyi sugaru koron lesznek. Ezekhez a pontokhoz természetesen az in-
gaegyenlet numerikus megoldasaval juthatunk, amit a Matlabbal elég konnyen végre is
hajthatunk. Ha n lépésben szeretnénk a zarodast, akkor sziikségiink van n darab pontra
a kiils6 korrol, a mi esetiinkben az inga megoldasat alkoté pontok kozil. A kérdés az,
hogy mely pontokat vélasszuk ahhoz, hogy a kivalasztott pontok &altal meghatarozott
sokszogbe kort tudjunk irni. Ehhez meghatarozzuk az inga periédusat. Az igy nyert
T értéket elosztva n-nel, megkapjuk azt az idétartamot, amennyi id6 alatt az inga
megteszi a teljes kor n-ed részét (¢t := %) Ezt ismerve az A;A, ... A, sorozat A;-edik
pontjanak azt a pontot valasztjuk, ahol az inga a t - i-edik idopillanatban van. Az igy
kivalasztott pontok hatarozzak meg a Poncelet poligont. A pontok koordinatai az inga
numerikus megoldésabdl a szogkitérés alapjan konnyen meghatarozhatok, melyeket is-
merve megadhatok az n-szog oldalainak egyenletei is. Mar csak a bels6, a poligonba irt
kor meghatarozasa maradt hatra. Mivel tudjuk, hogy a sokszogbe irt kor kozéppontja a
sokszog szogfelezbinek a metszéspontja, a szogfelezok egyenleteinek meghatarozasa utan a
kozéppont koordinatai is megkaphatok. Ezek ismeretében a kozéppont és valamely A;A;
oldal tavolsaga megadja a kicsi kor sugarat. A gondolatmenetbdl kideriilt, hogy min-
den csak az ingaegyenlet minél pontosabb megoldasan milik, melynek csak a szamitogép

sebessége szab hatart.
A\\

Végiil lassunk két, a program segitségével rajzolt abrat:

14. abra. Poncelet tétele konvex és onatmetsz6 otszogre
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A. Fuggelék. Cayley-tétele korokre

Adottak a k és | — R illetve r sugaru — korok a K és L matrixok altal. A kozéppontjaik
tavolsaga d. A Cayley-tételnek megfeleléen képezziik a t - K + L matrixot. E matrix
determinansanak négyzetgyokét a t valtozd szerint sorbafejtve a kovetkezot kapjuk:

VA+ )2+ (R2+ 72— @)t + R¥#2] =

R2 227(12 2 2_ 2 2 227d22
— 4 J B ),t+<%2R+: £ _ (R4 )>t2+

V]

1R2 1 (R*+2r2-d))(2R*+r2—d?) | 1 (R*42r2-d?)%)\ ;3
+ (2 T 4 rr3 + 16 7‘5 t +

4+ (-1 2R2(R242r2—d?)—(2R?4r?—d?*)? | 3 (R?+42r—d*)?(2R*4r2—d?)
8 r3 16 o

_i (R2+27‘2—d2)4 4
128 7'7 t + DY

A Cayley-tétel alapjan a Poncelet szerkesztéssel rajzolt poligon n 1épésben zarédik,
ha teljesiilnek a kovetkezo Osszefiiggések. Fzen feltételek teljesiilése mellett végtelen sok
olyan n-szog irhaté a k korbe, melyek oldalai egyidejiileg az [ kort érintik.

n =3 esetén: |C| =0

4r°R® — R* + 2R*@* — d*
8r3 B

(-R*+2rR+d*)(R*+2rR—d*) =0

0 <«

n =4 esetén: |[D| =0

2r°R'— 2r%d" — RS 4+ 3R\ — 3R’d* + d°

0
1675

(R—d)(R+d)(—R* + 2R*d* + 2r*R* — d* + 2r*d*) = 0

¢ D
D FE

n = 5 esetén:

0

16r*d* + 24r° R*d* — 8r* RS — 16r2d°+
+5R® 4 5d® — 20R0d* + 30R*d* — 20R*d® = 0

D FE
E F

n = 6 esetén:

0

—TOR*dS + 48r* R?d* + 32r5d* — 48r*d® — 10r2R® + 30r2d%+
+35R2d® — 35 R3d? + TORSd* + 60r2R*d* — 80r?R%d6 + TR® — 7419 =0
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n = 7 esetén: =0

& T Q
RESEe
QM

128r8d* + 192r° R2d* + 240r* R*d* — 480r* R2d® — 256r5d° + 21 R'2+
+21d'2 + 240r*d® — 560r* R*d° + 420r* R*d® 4 280r* R%d* — 28r* R'"—
—112r2d" — 420R%d°® + 315R"d® — 126 R"d” + 315R*d" — 126 R*d"’ = 0

D FE F
n=R8esetén: | ¥ F G |=0
F G H

—1680r* R°d® + 189072 R1d® + 630r2R¥d* — 1008r2 R*d"® — 33d' + 33 R+
+1155R5d® — 231 R"2d? + 693 R d* — 693 R*d' — 1155R8d® + 231 R?d**—
—560r*d'® + 560 R°r1d* + 1680 R*r*d® — 1680 R r*d® — 640r3d° + 256r0d*+
+800r8d® — 42r2 R 4 210r2d"? + 480 R*rbd* — 1280 R?r®dS + 384 R*r8d* = 0
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B. Figgelék. Korsorok
B.1. Ertelmezés. Az Oy (g, v,) kozépponti R, sugari a kér egyenlete:
(7 —ua)® + (y —va)* = R2.

Vigytink mindent bal oldalra, és az igy megjelené polinomot, mint x és y fiiggvényét,
jeloljiik a(z,y)-nal. Tehét

CL(I’, y) = (l’ - ua)2 + (y - UQ)Q - RZ
Ha a P(&,n) pont illeszkedik a korre, akkor a(&,n) = 0, kiillonben nem. Mivel

(e ua)2 +(n — Ua)2

az O, P szakasz hosszanak négyzetét adja meg, ezért ha a(§,n) értéke negativ, az azt
jelenti, hogy O,P? < RZ% azaz P az a kor belsejében helyezkedik el. Ha pedig a(¢,n)
értéke pozitiv, akkor P a koron kiviil van, és a(€,n) a P-bdl a korhéz hizott érinté
hosszanak négyzetét adja meg.

S6t, mind a pozitiv, mind a negativ esetben az is igaz, hogy a P-n 4t a korhoz huizott
tetszoleges szelonek a korrel vett R, ) metszéspontjaira a PR - PQ) érték allando, azaz
fiiggetlen a szelé megvalasztasatol. Ezt az allando értéket a P pont a kdrre vonatkozo
hatvdnydnak nevezziik, és értéke egyenld O, P — R2-tel, tehat a(£,n) értékével.

@] ]
15. abra. A PQ - PR érték fliggetlen a szelé megvalasztasatol

A fentiek alapjan azt mondjuk, hogy az

a(§,n) =t

egyenletet azok a pontok elégitik ki, amelyeknek az a korre vonatkozo hatvanya ¢.
Legyen az a-tél kiillonboz6 b kor, melynek egyenlete:

b(z,y) = (v —w)* + (y — vp)* — Rf = 0.
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Keressiik azokat a pontokat, melyekbdl az a-hoz és a b-hez huzott érintoé szakaszok
hosszanak aranya egy adott érték. Altalénosabban, legyen ¢ azon pontok mértani helye
a sikban, melyeknek az a korre vonatkozo hatvanya tgy aranylik a b korre vonatkozo
hatvanyhoz, mint a a $-hoz. Ekkor a ¢ halmaz egyenlete:

ﬁa(x, y) - O'/b(xa y) =0. (4)

Az igy elééllitott alakzat is kor (esetleg pont) vagy a = [ esetén egy egyenes, hiszen
a (4) olyan kétvaltozés egyenlet, melyben nem szerepel zy-os tag, és a masodfoki tagok
egylitthatoi megegyeznek.

B.2. Ertelmezés. A fa(z,y) — ab(x,y) = 0 alaki gorbék halmazdt az a és b generdlta
korsornak nevezzik.

Megjegyzés: A korsort barmelyik két tagja meghatdarozza, mivel barmelyik két
elemébol megkaphatd az 0sszes tobbi elem egyenleteik linearis kombinacidival.

Megjegyzés: Ha a és b egy korsor két kiillonbozo kore, ¢ pedig a korsor tetszéleges
eleme, akkor ¢ kiillonboz6 pontjainak az a-ra és b-re vonatkozé hatvanyainak aranya meg-
egyezik.
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